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AVERTISSEMENT 


Quand mon cher maître et ami Vogt a été frappé par la mort, il lais- 
sait ce livre inachevé. 

Le succès de ses Éléments de Mathématiques supérieures (Algèbre, 
Calcul dilférentiel et intégral, Géométrie analytique) l’avait encouragé 
à entreprendre cet ouvrage, (jui est le complément de l’aulre. Il avait 
déjà rédigé au net ou au hrouillon la plupart des chapitres. 

J’ai jugé utile de terminer par un appendice où sont rassemblées le.s 
propositions et les formules principales. 


Paul Mp:ntré. 




INTRODUCTION 


La mécanique rationnelle a pour objet l’étude des phénomènes de 
nouvement et d/équilibre des solides, des liquides et des gaz. 

Elle fait intervenir les notions d’espace, de temps et de masse. La 
lotion d’espace permet d’étudier les changements de position ou de 
orme, mais sans faire intervenir la durée de ces ehangernents ; elle uti- 
isc une seule unité, celle des longueurs, par exemple le mètre ou le cen- 
imètre. 

La deuxième notion permt't d’étudier la durée des changements 
ibservés, de comparer les durées d’événements simuUam's ou successifs; 
die utilise une unité relié(‘ à la durée d’un phénornèm^ que nous jugeons 
susceptible de se reproduire périodiquement, comme le jour sidéral ou 
[’oscillation d’un pendule ; l’unité habituelle de temps est la seconde 
iexagésimale de temps moyen. La troisième notion (‘st inhérente à la 
[iiatière et a ime influence sur les phénomènes de mouvement ; la 
balance permet de eompanu' des masses. On appelle corps homogènes 
•eux pour lesquels des volumes égaux renferment des masses égales ; 
l’unité de masse est celle d’un certain échantillon de métal conservé aux 
A-i’clnves ; le kilogramme-masse est très sensiblement égal à la masse de 
[’eau contenue dans un décimètre cube. 

Les causes réelles des mouvements ou de leurs modifications nous sont 
clifricilemenl connues, et elles sont plutôt étudiées en Physique. En 
Mécanique, on substitue aux causes réelles des causes fictives appelées 
forces, capables de produire les mêmes effets, et l’on n’introduit dans 
les raisonnements que les propriétés communes à toutes les forces. Les 
relations qui existent entre les forces et les déplacements sont basées sur 
des postulats qui sont non des vérités nécessaires, mais le résultat de 
longues séries d’expériences ; on estime que les conséquences tirées do 
ces postulats permettent de prévoir avec une approximation suffisante 
les phénomènes qui se produisent dans des circonstances déterminées. 

On peut diviser la Mécanique en plusieurs parties : 1® la Cinématique, 
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étude des relations qui existent entre les déplacements et leurs durées ; 
elle ne fait intervenir que les notions d’espace et de temps ; 2® la Dyna- 
mique, étude des relations qui existent entre les déplacements et les 
forces ; 3® la Statique, étude des conditions de Téquilibre ; c’est un cas 
particulier de la Dynamique; elle peut être édifiée, à l’aide de postulats 
simples, sur la seule notion de force (c’est ainsi qu’on opère dans les 
cours de Mathématiques élémentaires), mais nous l’étudierons comme un 
cas particulier de la Dynamique. 

En ce qui concerne la constitution des corps étudiés en Mécanique on 
envisage comme cas simple celui d’un corps de dimensions assez petites 
pour qu’on puisse sans erreur sensible l’assimiler à un simple point 
géométrique; on l’appelle 'point matériel ei l’on attribue à ce point une 
masse égah' à ct'llc du <‘orps. On suppose que l’étude du mouvaunent 
d’un tel corps se réduit à celle du mouvement du point géoinetriquo 
envisagé et qu’on peut négliger ses mouvements autour de ce point. 

Les autres corps envisagés en Mé(‘ani(|uc sont considérés générale- 
ment comme* des ensembles d(* points ma téri(‘ls ; on distingue les corps 
dont tous les points restent à des distances invariables les uns des autres, 
appelés systèmes invariaôles, et les autres (jui sont déformables. Pour 
les tluides, les fils fl(‘xibles, la déformation est importante ; pour les 
solides naturels, les déformations sont ass(;z petites pour être négli- 
geables ; nous traiterons les corps solides comme invariables. 

Nous étudierons successivement la cinématique du point, une partie 
de la cin(Mnatique des systèmes invariables, la dynamique du point 
matériel, une partie de la dynamique des systèmeis, et la statique. Plu- 
sieurs grandeurs, comme les vitesses, les forces, sont représentées par des 
vecteurs ; nous ferons dans un chapitre préliminaire l’étude générale, des 
vecteurs. 
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THÉORIE DES VECTEURS 


l. Vecteurs. — Les grandeurs que l’on envisage habituellement en méca- 
nique et en physique sont de deux espèces : les unes, comme la masse, la tem- 
pérature, l’énergie, n'irnpliiiucnt aucune idée de direction : on les appelle gran- 
deurs scalaires; les autres, comme la force, la vitesse, ont une direction 
tléierminéc^Pour la facilité de leur étude, on représente ces dernières par des 
vecteurs et on les appelle grandeurs vecioriellcs. 

Un vecteur (fig. t) est une portion de droite allectéc d’un sens ; il a une 
origine A et une extrémité B ; la droite indéfinie qui contient A et B s’appelle 
le support, et le sens ()ui va de l’origine à l’extré- 
mité s’appelle le sens du vecteur ; on a l'habi- 
tude de placer une flèche à l’extrémité H. On 
représente le vecteur par ÂB ou, d’une manière 
générale, par V ; la mesure de la longueur du 
vecteur est désignée par AB ou par V. Un vec- 
teur AB est déterminé par son origine, son sup- 
port, son sens et sa longueur, ou Bien encore par son origine, son support, un 
sens positif des segments géométriques sur ce support ou sur une droite qui 
lui est parallèle, et la valeur algébrique positive ou négative du segment AB, 
valeur que l’on désigne par (AB). Dans ce dernier cas, des vecteurs égaux, 
parallèles et de sens opposés, tels que AB et A'B', ont des valeurs algébriques 
opposées et l’on a (A'B') = — (AB) ; en particulier on a (BA) = — (AB). 

Enfin on détermine encore analytiquement un vecteur en donnant les 
VooT et Mentré. — Méca. t 
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coordonnées de son origine et celles de sou extrémité, ou bien les coordonnées 
(x, y, z) de son origine et ses projections (X, V, Z) sur les trois axes. 

Deux vecteurs parallèles, de même sens et de même longueur, sont dits 
équipollenls. 

En mécanique, on est amené à distinguer trois espèces de grandeurs vec- 
torielles. 

Les premières, eomme les vitesses, sont aflectées à des points déter- 
minés ; on représente chacune d’elles par un vecteur appliqué à un point et 
ayant ce point comme origine ; on dit que chaque vecteur est lié à son point 
d’application. On appelle champ de vecteurs, une portion finie ou infinie de 
l'espace dont chaque point peut être pris comme origine d’un vecteur lié à ce 
point; les projections X, Y, Z du vecteur sont des fonctions déterminées des 
coordonnées .r, y. s de son origine. 

Les grandeurs de deuxième espèce, comme les forces appliquées à un 
corps solide, les vitesses angulaires de rotation, sont aiïectées à des droites 
déterminées, sans avoir sur ces droites un point d’application particulier. Une 
grandeur de celte espèce est représentée par un vecteur ayant un support, un 
sens et une longueur donnés ; mais l'origine du vecteur est indéterminée sur 
son support et il {)eut glisser sur lui ; on dit que c'est un vecteur (/lissant. 

Enfin les grandeurs de la troishune espèce, comme les axes de couples, 
ont des directions et des grandeurs déterminées, mais sont susceptibles d’être 
transportées parallèlement à elles-mêmes en des points quelconques de l’espace. 
Une grandeur de cette espece est représentée par \m vecteur ayant une direc- 
tion et une longueur données, mais pouvant être remplacé par tout vecteur 
équipollent ; ce vecteur est caractérisé par ses projections X. \, Z: on dit que 
c'est un vecteur libre. 

La théorie des vecteurs est faite au moyen de la géométrie pure dans les- 
cours de Mathcmaliques élémentaires. 

Nous allons repreïuire celte théorie par le calcul. Nous obtiendrons des 
théorèmes déjà connus. Mais les démonstrations analytiques prépareront le 
lecteur à traiter par le calcul des problèmes sur les vecteurs. 

2. Momont «run vecteur pur rapport à uii point. — La notion de 
moment sc présente naturellement dans l’étude d'un levier 
Q mobile autour d’un point O. Si ce levier est soumis (fig. 2) 
à une force F, le segment perpendiculaire OH est appelé bras 
de levier ; on nomme moment de F par rapport à O le produit 
** ’ pjg -2 delà valeur de cette force par son bras de levier. 

Lorsque l’on considère plusieurs forces situées dans le 
même plan avec le point O, on est amené à .envisager une valeur algébrique 
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du moment de chacune d’elles, et on donne à ce momeni le signe 4- ou le 
signe — suivant que la force tend à faire tourner son bras de levier dans un 
sens choisi comme sens positif ou dans le sens opposé. 

Enfin, dans le cas de forces quelconques et dans l’étude des vecteurs, on 
donne du moment une définition vectorielle qui comprend les précédentes et 
que nous allons cxpos(3r. Elle repose sur une convention l’clative aux sens de 
rotation autour d’un axe ou, ce qui revient au même, aux sens des trièdres. 

Étant donné un trièdre {fig. 3) dont les faces sont inférieures à deux 
droits, et, sauf indications contraires, égales à un droit, on appelle sens posi- 
tif d(‘ rotation celui 
que voit un obser- 
vateur placé sur Oc. 
les pieds tu) O. la 
tète en c. lorsqu’une 
demi-droite d’abord 
confondue avec Oo: 
vient s'appliquer sur 
()</ en décrivant 
dans le plan x^)y un 
angle inférieur à 

deux droits ; c’est aussi celui que voit un observateur placé sur 0,r lorsqu’une 
demi-droite sc déplace de Oy vers Oc et celui que voit un observateur placé 




surOy lorsqu une demi-droite se déplace de Oc vers Oa:. Dans la ligure 3ûr, ce 
sens est inverse de celui des aiguilles d’une montre : dans la ligure 3/>, c’est 
le sens opposé au précédent: chaque trièdre a ainsi un sens caractéristique. 
Nous supposerons désormais que c’est le sens opposé à celui des aiguilles 
d’une montre et que les trièdres sont analogues à celui de la figure 3a ; mais 
cette hypothèse n’est pas indispensable ; les raisonnements et les formules 
auxquels nous serons conduits sont les memes dans les deux hypothèses. 

On appelle momeni iTun vecteur AU par rapport à un point O un autre 
vecteur 00 ayant le point 0 pour origine, pour grandeur le produit de AH 
par la longueur de la perpendiculaire 011 abaissée de 0 sur le support de AH, 
perpendiculaire que Von appelle encore bras de levier du vecteur, ayant de 
plus pour support la perpendiculaire menée pari) au plan OAB, et enfin un 
sens tel que pour Vobservateur placé sur i)i\ le vecteur ÀH semble faire tour- 
ner son bras de levier dans le sens positif . Remarquons que le trièdre d’arétes 
respectivement parallèles à OH, AB, 00 a le meme sens que le trièdre des 
coordonnées. 

Nous nous placerons d’abord dans le cas où le point 0 par rapport auquel 
on prend les moments est l’origine des coordonnées, et nous calculerons les 
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projections L, M, N sur les axes Oæ, Ot/, Oz du vecteur moment OG ; nous 
désignerons par p la longueur du vecteur AB, dont les projections sont X, Y, Z ; 
par jt) la longueur de son bras de levier OH, par æ, y, z les coordonnées de A, 
par Xu yi. z, celles de H, par a,, pi, yt , « 2 » y-i', «a, Pa, y-i les cosinus direc- 

teurs de OH, AB, OG ; nous avons 

.r, ==/)a„ Z,=py,\ 

X pa2, Y = p^.,, Z = py2 ; 

L =: /)pa3, M =: /)pp3, N = JDpyg ; 

on démontre en géométrie analytique que l'on a 

a-.i fiiYa i^s — “1Y2» Ta = ; 

en remplaçant aj, [ig, ya ees valeurs, nous obtenons 
L = p.Sipy. — /)y,pp 2 = y, Z — SjY, 

M — pyipag — />^tpY2 = -)X — O'jZ, 

X = />aipp2 jopipaa = Y — y^\ ; 

mais si nous remarquons que (MI est la résultante du contour OAH, le 
théorème des projections nous donne 

.T, = x-h(,\H>., = x-+-^''"^X, = 

f ' ■ f P 

et en remplaçant .Ct, yi, Zi par ces valeurs nous trouvons les formules cherchées : 

(1) L--:yZ— zV, M=:z\ — xZ, N = aY~-yX. 

Supposons maintenant que l’on prenne le moment du vecteur ÂB par rap- 
port à un point quelconque (.)' de coordonnées iCo, yo, Z(, et (jue l’on chercheles 
projections L', M', X' du vecteur moment U'G' ; il suffit de répéter le raison- 
nement précédent en remplaçant /ja,, pp,, pyx par .Ti — y^ — y,^, Zi — Cq ; 
nous obtiendrons ainsi 

( L' (y - z,jZ - (z - Zo)Y ... L -- {y.l ~ z„Y), 

(2) M ' = (z - Zo)X — (.r - .ro)Z = M - (zoX - a-oZ), 

( X' = (.r - æojY ~ (y - yo)X =. X (x„Y - y,\) ; 

nous serions d'ailleurs arrivés au même résultat en faisant une transformation de 
coordonnées et transportant tes axés parallèlement à eux-mêmes de O en O'. 

Remarque I. — 11 résulte de la définition que le moment d’un vecteur 
l>ar rapport à un point ne change pas quand on fait glisser le vecteur sur son 
support; le moment est donc une grandeur caractéristique d’un vecteur glis- 
sant, mais il est lui-rnême un vecteur lié au point O. 

Remarque II. — Il résulte des équations (1) et (2) que les projections 
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d’un vecteur et celles de son moment sont liées par les identités 
(3) LX -4- MY -f- NZ = 0, Z'X +- M'V -4- N'Z == 0 : 

ces identités sont du reste la traduction de la propriété du moment vectoriel 
d’ètre normal au vecteur donné. 

3. Moment d’un vecteur par rapport à un axe. — Un appelle moment 
d’un vecteur AB par rapport à un axe D la projection sur cet axe du moment 
de par rapport à un point C de Taxe L). 

Nous allons montrer que ce moment est indépendant du point C clioisi 
sur D ; nous Terons le calcul en choisissant D pour axe Oz du trièdre des 
coordonnées ifig. 4). Nous désignerons par 
= = 0, coordonnées du point C. 

Les projections L', M , N' du moment CL' de AB 
par rapport à C sont données par les formules 
(2): en particulier la projection N' sur Os se réduit 
dans le cas actuel à xY — y\ puisque et y,, 
sont nuis, et elle est indépendante de ro, ce qui 
démontre la proposition. 

Nous voyons, en particulier, que les moments 
d’un vecteur par rapport aux trois axes de coor- 
données sont les projections L, M, N sur ces axes 
du moment de ce vecteur par rapport à l’origine. 

Si l’on projette le vecteur ÂB suivant ah sur le plan xi)y, le moment de 
ah par rapport au point O est égal à x\ — ;yX et est identi(jue au moment de 
AB par rapport à Oz ; cela montre que le moment d’un vecteur AB par rapport 
à un axe D est égal au moment, par rapport à un point O de cet axe, de la 
projection ab du vecteur sur \m plan passant par O et perpendiculaire à 1). 

On appelle moment relatif de deux vecteurs le produit de la longueur de 
l’un d’eux par le moment de l’autre par rapport à l’axe qui porte le premier. 

Soient ço la valeur algébrique du premier vecteur situé sur un axe Do et ao, 
po, Yo cosinus directeurs de Do ; soient .Vo» =o coordonnées de l'origine 
de ce vecteur, Xq, Yo, Zq ses projections, Lo, Mo, No celles de son moment par 
rapport à O ; soient x, y, z, X, Y, Z, L, M, N les quantités analogues relatives Ou 
deuxième vecteur. Si L', M', N' sont les projections sur les axes du moment de 
ce deuxième vecteur par rapport à. ro, yo, ^u, la projection de ce moment sur Do, 
c’est-à-dire le moment du deuxième vecteur par rapport à l’axe Do, est égale à la 
somme des projections des trois composantes L', M', et a donc pour valeur 
L'xo -4~ M'J^o “t" N'yo i 

en multipliant cette valeur par po, on aura le moment relatif des deux vec- 
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teurs, égal à 

fo(L'ao -4- M'Po N'yo) == L'Xo 4- M' Vo 4- ; 

en remplaçant L', M', xS' par leurs valeurs (2), nous obtenons l’expression 
SMiiétrique suivante ; 

LXo 4- MYo 4- NZo 4- UX *4 MoY 4- \Z. 

11 est facile de voir que le moment relatif de deux vecteurs est égal à six 
fois le volume relatif du tétraèdre ABA'lt' ayant pour sommets les origines et 
les extrémités de ces deux vecteurs. 

4. Somme fléoméli’iqiie ou résultante Générale d’un système de vecteurs. 
— Ou appelle S(»mmie géométrique de plusieurs vecteurs V",, Vo, la 

résultante (J’»m contour dont les composantes sont équipollentes aux vecteurs 
donnés. On l'obtient en portant à partir d’un point arbitraire O les vecteurs 
0(J, CjO), ■. rcs()ectivement égaux et parallèles à .. V„ ; le vecteur 

OC„ est la somme géométrique ou la résultante générale vecteurs donnés. 

Eu appliquant le théorème des projections, on voit que la projection sur 
un axe de la somme géométrique de plusieurs vecteurs est égale à la somme 
des projections sur cet axe des vecteurs donnés ; en particulier les projections 
sur OcT, Oi/, Oc sont 

X = \, -t Xa 4 ... r - XX,, Y = XY,, Z = XZ,. 

Les sommes précédentes sont indépendantes de l'ordre des termes : on 
en conclut (jue la somme géométrique de j)lusieurs vecteurs est indépendante 
de l’ordre de ces vecteurs, 

La définition de la somme géométrique est indépendante de la nature des 
vecteurs donnés, qu’ils soient libres, glissants ou liés à des points. Dans cer- 
taines applications, on envisage des vecteurs concourants ou liés ù un même 
point ; la résultante est alors considérée comme liée à ce point. Mais en géné- 
ral, la somme géométrique est un vecteur libre. 

On effectue la détermination de la ré.sultante générale de plusieurs vecteurs 
par des procédés géométriques ou analytiques. Si l'on envisage par exemple 
deux vecteurs concourants, leur résultante est la diagonale du parallélogramme 
construit sur ces deux vecteurs ; les méthodes employées en géométrie ou en 
trigonométrie pour la résolution des triangles permettent de déterminer gra- 
phiquement ou numériquement les éléments inconnus de ce parallélogramme, 
ou du triangle qui en est la moitié, en fonction des éléments donnés. 

La somme géométrique de plusieurs vecteurs s’obtient dans le cas géné- 
ral en appliquant le théorème des projections : la projection sur un axe de 
cette somme géométrique est égale à la somme des projections sur cet axe 
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<les vecteurs donnés ; en particulier les projections sur les axes de coordon- 
nées sont 

Y = Y,-f-Yo-h...-HY„==SY,, 

Z=Zi-i- Z2 4-...-f-Z„ = SZ, ; 

ces projections déterminent la somme géométrique. 

On peut remarquer que les sommes précédentes sont indépendantes de 
l'ordre des termes ; on en conclut que la résultante de plusieurs vecteurs est 
indépendante de l’ordre de ces vecteurs. 

Pour que la somme géométrique de plusieurs vecteurs soit nulle, il faut 
et il sulïit que le contour ÜCiC 2 ...C„ soit fermé, c’esl-a-dire que l’on ait 
X“ -h Y" -f-Z* = 0. Cette condition exige que l’on ait séparément 
x = sX;i = o, Y=:i:V;, = D, z = i:z, = 0: 
ces trois équations sont maiiifeslement nécessaires et suffisantes, 

5. Moment résultant d’un système de vecteurs par rapport à un point. 
— Le moment résultant de plusieurs vecteurs par rapport à un point est la 
>.omme géométrique des moments de ces vecteurs par rapport au point consi- 
déré, cette somme étant traitée comme un vecteur lie cà ce même point. 

Si le point est l’origine des coordonnées, et si Li, Mj, Nj ; Li, Ma, N 2 ; 

•sont les projections sur les axes des moments des vecteurs donnés, les projec- 
tions du moment résultant sont 

i h =L. -r-Lo -t-... = XL;o 

( 4 ) 

( X = N, 4-N,_h...=:SN, : 

le moment résultant est manifestement indépendant de l'ordre des vecteurs; 
pour qu’il soit nul. il faut et il suffit que L, M, .N soient séparément nuis. 

Si l'on envisage un antre point O' de coordonnées Xo, y,,, Zq, et si l’on 
prend les moments par rapport à ce point, nous aurons encore les projections 
du moment résultant par les formules 

L' 3- SL;, M' = XMl, X' = Y.N/' ; 
en utilisant les formules (2), nous aurons 

( L' = SL* — — -o^Af) — L — (î/oi^ — . -oY), 

(5) ] M' = SM* - S(coX* - x„Z*) == M - (zoX - x^Z), 

( N' = SN* — S(xoY* — yoX*) = N — (xqY — yo\). 

Remarquons que les parenthèses des derniers membres prises avec le 
signe — représentent les projections du moment par rapport a O' de la résul- 



8 


VECTEURS 


tante générale du système appliquée en 0; nous en déduisons le théorème 
suivant, connu sous le nom de théorème du transport ; 

Si l'on connaît pour un point 0 la résultante générale OK et le 

moment résultant ()(j d'un sys- 
tème de vecteurs, on obtient les 
éléments analogues pour un 
autre point 0' de la manière 
suivante (fig. 5); /“ la résul- 
tante générale Ü'R^ est égale 
Fiji. à ()\\ transportée parallèlement 

à elle-même en 0' ; le mo- 
ment résultant U'G' est la somme géométrique de deux moments, l'un O'g' 
égal à CXl transporté' parallèlement à lui-même en O', l'autre O'g" étant 
le moment de la résultante OU par rapport à ()'. 

(». Tliéorème de Varigiiou. — Considérons un système de vecteurs concou- 
ranl en un point de coordonnées x, y, z ; les projections du moment résul- 
tant de ces vecteurs par rapport au point O sont, d'après les formules (1) et (4)^ 

L vCvZ. - = V.) - .v(i:z.) - V,) == yi - , 

M = cX — xZ, y\\ 

on déduit de la le tliéoreme suivant, appelé théorènie de Varignori : 

Le moment résultant d'un système de vecteurs concourants par rapport 
à un point ou par rapport à un axe est égal au moment par rapport à ce 
point ou à cet axe de la résultante du système. 

7 . fn\ariaii(s d’un système de veet^uirs. Axe central. — On voit (J’après 
ce (|ui précède l’importance des notions de résultante générale et de moment, 
résultant d’un système de vecteurs ; le théorème du transport montre du reste 
que la connaissance de ces éléments en un point entraine la connaissance des 
éléments analogues en un autre point quelconque ; il suflit donc de déterminer 
ces éléments en un point O, ou de calculer les projections \, Y, Z de la résul- 
tante et L, M, N du moment résultant par rapport à ce point. Oes six quan- 
tités sont appelées les six coordonnées du système de vecteurs. 

La longiieui' de la résultante a son carré égal à X"-+-V^ LZ-; c’est 
une quantité indépendante des axes choisis ; on dit que cette longueur, 
\/X- - h ZL est un invariant du système de vecteurs. 

Lii projection du moment résultant en un point sur la résultante générale 
appliquée en ce point est aussi un invariant ; cela résulte du théorème du 
transport et de la figure h ; en ellèt le moment O'g" de OR par rapport à 0' est 
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normal à O^H'; la projection du moment O'G' sur O'Il' est donc égaie a celle 
de 0'^' ou de OG. 

Cette projection est égale à Lx-hM^-f- Ny si x, [3, v désignent les cosinus 

directeurs de OR ; leurs valeurs étant — -, la projection invariante du 
moment résultant est égale à 

LX MY -h ^Z 

(H) - ,i: rrrr^ ; 

VX^'-t-V^-r-ZJ 

comme la fraction et le dénominateur sont des invariants, le numérateur 
LX 4 MV-f-NZ est aussi un invariant. 

Les points G' pour lesquels le moment résultant O'G' est minimum sont 
ceux pour lesquels ce moment résultant est parallèle à la résultante générale, 
car le moment résultant est toujours supérieur ou égal à sa projection inva- 
riante. Si cette résultante n’est pas nulle, les coordonnées x,), î/o, Zo des points 0^ 
cherchés satisfont des lors au système d’équations 

L - (^oZ -^oV) _ M - (zoX - .roZ) ^ N - rar.,^ - /y.X) 

^ X Y / 

Utilisons une propriété bien connue des rapports. Ln multipliant les deux 
termes des fractions respectivement par X, Y, Z cl les a joutant, nous voyous 
que la valeur commune de ces rapports est égale à 

LX-f-jyiY-+-NZ 

-4- Z- ‘ 

Les équatiotïs (7) représentent une droite sur laquelle les coordounées cou- 
rantes sont a-o, .Vi)' 2„- Cette diadte est appelée axe central (\u système. Le moment 

résultant a la meme valeur (6) eji tous 
les points de cette droite, comme le mon- 
trerait du reste le théorème du transport. 

On peut déterminer géométrique- 
ment Taxe central de la façon suivante 
(/iff. 0) : soient OU et ÔG la résultante 
et le moment résultant au point 0 : 
décomposons OG en deux vecteurs 
Ôg^i l’un dirigé suivant K, l’autre nor- 
mal à R; sur la perpendiculaire Oa*' au 
plan Og^gz, ayant un sens tel que le 
trièdre Oic'. OR, üg-i soit de même 
sens que le trièdre de coordonnées, por- 
lons un segment 00' tel que R xOO' = 0^2 ; le point 0' fait partie de l’axe 
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central, qui d’ailleurs parallèle au support de R. En eft'et, la résultante géné- 
rale en O' est (VH' équipollente à ÔH ; le moment résultant est la résultante du 
vect eu r 0( i (ou ce qui revient au même, des vecteurs O/^i, Og^ transportés en 
OV/n c:t du vec^ur O'q", moment de OR par rapport à O' ; mais O'g" 

est^égal et opposé à ÜV/l, par suite le moment résultant O'G' est identique à 
OV/( et est porté par la meme droite que II'. 

Dans le cas particulier où la résultante générale est nulle, le moment 
résultant est le même en tous les points de l’espace et il n'y a pas lieu d’en- 
visager fl’axe central. 


8. Systèmes équivalents. — Deux systèmes de vecteurs sont dits équiva- 
lents s’ils ont inêinc résultante générale et même moment résultant par rap- 
port à un point. 11 faut et il suflit que leurs six coordonnées dans un système 
d axes dont ce point serait l'origine soient respectivement égales, ce qui exige 
six équations X' = X, V' — Y, // Z, I./ = L, W -- M, N' — X. Deux systèmes 
écpiivalents ont grâce au tlicorèiue du transport même résultante générale et 
même moment résultant par rapport à tout point de l'espace. Deux systèmes 
équivalents à un même troisième sont manifestement équivalents entre eux. 

Supposons (jue le système des vecteurs V,, ’\'2, V3 soit équivalent au sys- 
tème V4, V-i; nous indi(picrons ce Riit par l’égalité symbolique 

v" -f- Vo -h — VT -h . 

Cette égalité résume les six équations 

Xi -f- X2 - i- X3 == X4- 1-- X:; ; ^ J i ^ 3 = ; -f- 5 ; 

Zi — Z2 -f- Z3 Z4 H— J 

L, -H L., 4- 1.3 = L4 + C, ; Ml 4 - M. I- Mn = .VU 4 - M,, ; X, 4- X24- N3 = Xv -f- 

Une égalité symbolique peut manifestement se traiter comme une équation. 

On aura par exemple — — car celle égalité symbo- 

lique résume les six é()uatioiis Xi — X4 = Xg — X2 — X3, ..., équations qui se 
déduisent immédiatement des six équations précédemment écrites. 

Xous allons démontrer que deux systèmes ayant même moment résultant 
par rapport à trois points non en ligne droite sont équivalents. 

soient O, O' et O" les trois points pour lesquels les moments OG, 
O'G', U"G" ont la même valeur pour les deux systèmes ; choisissons un sys- 
tème d'axes ayant O pour origine, tel que Oæ passe par O' et le plan Oxy 
passe par (J' ; soient (æ,',, 0 , 0 ) les coordonnées de O', (.r,", 0 ) celles de O", 

soient r{i(Xi, Yi, Z,) et R2(X2, Y2, Z2) les résultantes générales des deux sys- 
tèmes ; le moment OG(L, M, N) étant le même, en écrivant que (>^ et O'G" 
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sont les mêmes, nous aurons les égalités 

M' ~ M — xlXi == O^oZa, 

N' — iS — — J = — a-Q\ 2, 

- N = — (aroY, - = ~ (.^Yj — i/SX,), 

(jui entraînent X, = X^, Yi — Y^, Zi=Z2; par suite les deux systèiaes sont 
équivalents. 


D. Classification des systèmes de vecteurs. — On peut ninger les systèmes 
dans les quatre caléguries suivantes; 

1“ Systèmes nuis ou équivalents à zéro. — Dans le cas ou il n’existe 
aucun vecteur, la résultante générale et le moment résultant par rapport à un 
point quelconque sont nuis. Itéciproquement, si la résultante générale et le 
momenl résultant d'un système par rapport h un point sont nuis, le système 
est équivalent à un système ne renfermant aueun veetcur : on dit qu’il est nul 
ou équivalent à zéro, l.es conditions pour qu’il en soit ainsi sont que les six 
coordonnées X, Y, /, L, M, N soient milles. 

2" Systèmes équivalents à un vecteur. — Si l'on considère un seul vec- 
teur, la résultante est égale à ce vecteur ; le momenl résultant par rapport à 
un point de son support est nul ; le moment résultant par rapport à un autre 
point est un vecteur normal au premier. 

Réciproquement, si la résultante d'un système n'est pas nulle, et ([ue le 
moment résultant par rapport à un point soit nul ou normal à la résultante, 
le système est équivalent à un seul vecteur. Si l’on prend en effet un point (V 
(le son axe central (rp’ 7), le moment résultant par rapport à ce point U’ est 
nul, le système e.st équivalent à un seul vecteur passant par O' et égal à la 
résultante; on le détermine par les équations (7) ou par la méthode géomé- 
trique indiquée rP 7. Les conditions pour qu’il en soit ainsi sont 

X- -T- Y“ Z2 0^ , , yj Y y/ ^ 0 

3° Systèmes équivalents à un couple. — On appelle couple un système 
de deux vecteurs (igaux, parallèles, de sens opposés, mais non placés sur le 
même support. La résultante générale est nulle; le moment résultant par 
rapport à un point n’est pas nul, mais il a la même valeur en tous les points 
de l’espace, comme cela résulte des équations (5) lorsque X = Y = Z = 0. Le 
moment résultant d'un couple est donc un vecteur que l'on jieut transporter 
d’une manière quelconque parallèlement à lui-ménle ; c’est un vecteur libre. On 
l'appelle Vaxe du couple. 
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Pour construire le plus rapidement possible l’axe d'un couple, on prend 
le point O sur l’un des deux vecteurs {fuj. 7) ; le moment ou l’axe du couple 
est alors égal au moment de l’autre vecteur par rap- 
^ port à ce point, ou bien égal au produit de l’un des 
vecteurs du couple par leur plus courte distance, qui 
est encore appelée le bras de levier du couple. 

Réciproquement, si la résultante générale d un 
système est nul, et si son moment par rapport à un 
point n’est pas nul, le système est équivalent à un 
Fiji. 7, couple dont l’axe est égal au vecteur moment donné 

ou à tout autre équipollent. On peut construire les 
vecteurs du couple en prenant dans un plan perpendiculaire à l’axe deux 
vecteurs égaux, parallèles et opposés, tels que le produit de l’un d’eux par leur 
plus courte distance soit égal au moment donné ; il faut de plus choisir le sens 
des vecteurs de façon qu’ils tendent à faire tourner le bras de levier du 
couple dans Je sens positif pour un observateur placé sur l’axe ; on peut 
choisir arbitrairement la direction des vecteurs et leur grandeur ou celle du 
bras de levier. 

On peut remplacer un couple par un autre équivalent en transportant ce 
couj>le parallèlement à lui-nième dans son plan ou dans un plan parallèle ou 
en le faisant tourner dans son plan. 

On peut ajouter qu’un systèim* de plusieurs couples est équivalent à zéro 
ou à un couple unicjue, car la résultante générale est nulle ; Taxe du couple 
résultant est d’ailleurs égal a la somme géométrique des axes des couples 
composants ; on dit que l’on cIVecRie ainsi la composition des couples. 

Les conditions pour qu’un système soit é(iuivalenl à un couple sont mani- 
festement 

X 0, V - 0, /.--O. L'- f 

4" Systèmes équivalents à un vecteur et à un couple ou à deux vec- 
teurs non situés dans un même plan. — Si un système se compose d’un 
vecteur V et d’un couple C non parallèles à un même plan, la résultante géné- 
rale est égale à V, le moment résultant par rai)port à un point de Vest égal à 
l'axe du couple ; par rapport à un point quelconque il est donné par le théo- 
rème du transport, par suite il n’est ni nul ni perpendiculaire à la résultante. 

Réciproquement, si un système de vecteurs ne rentre pas dans les caté- 
gories précédentes, la résultante générale et le moment résultant par rapport 
à un pointe ne sont ni nuis ni rectangulaires ; ce système est équivalent à un 
autre formé d'un vecteur passant par O et égal à la résultante, et d’un 
couple dont l’axe est égal au moment résultant: si le point O est pris sur 
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l’axe central, la résultante est perpendiculaire au plan du couple. Un tel sys- 
tème est caractérisé par les inégalités 

X2 -f- Y2 -4- ^0, LX -h M Y 4- XZ y. 0. 


Un système constitué par deux vecteurs V,, V 2 non situés dans le même 
plan rentre dans la catégorie envisagée ; il est équivalent à rensemble 
d’un vecteur égal à leur somme géométrique passant par un point Oi 

de V, {fig. 8) et d’un couple dont l’axe est 
l^ égal au moment de Va par rapport à Oj. 

On construit du reste simplement cette 
/ résultante et ce couple en menant par Oi 

*< / y Va des vecteurs Va, Va égaux et parallèles à 

; \ / y\\ Va, le premier dans un sens opposé et le 

second dans le même sens ; la résultante 
; ^ » ^ Va l’orment 

; un système équivalent au système donné. 

ly^ |{éciproquement, un système formé 

Va d'un vecteur H et d’un couple Va, Va dont 

Fig. 8. on peut toujojjrs supposer que Vi ren- 

contre K est é(p]ivalent à un autre formé 
de deux vecteurs, l'un étant Va et l'autre étant la résultante de K et Va, c’est 
le vecteur V^ de la figure 8. 


10. Ilédiicllon d’un système de vecteurs. Opérations élémentaires. — 
Réduire un système de vecteurs, c’osl chercher un autre équivalent aussi 
simple que possible, 

La réduction peut se faire d’une infinité de manières ; elle est basée sur 
la détermination de la résultante générale et du moment résultant du système 
par rapport à un point O, et elle varie généralement avec la position de ce 
point; lorsqu’on se donne le point O, on dit que l’on efl’ectuc la réduction en 
ce point. 

D’après ce qui précède, tout système peut être réduit àO, 1 ou 2 vecteurs, 
ces deux vecteurs pouvant former un couple et, dans le cas général, pouvant 
être remplacés par nu vecteur et un couple. La détermination ell’ective de la 
réduction d’un système résulte du calcul des six coordonnées X, Y, Z, L, M, 
de ce système et de son axe central (n” 7). 

Dans certaines questions, comme la statique du corps solide, la notion 
de réduction est basée, d’une manière plus naturelle que la précédente, sur la 
considération d’opérations dites élémentaires effectuées sur les vecteurs et qui 
senties suivantes : 1^ introduction ou suppression de deux vecteurs égaux, por- 
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tés par la même droite et opposés ; 2" remplacement d’un système de vecteurs^ 
concourants par leur résultante appliquée au point de concours, ou inverse- 
ment remplacement d'un vecteur par d’autres applicjués au même point et dont 
il est la résultante. 

Ces opérations élémentaires permettent : 

1” De faire glisser un vecteur sur son support ; en ellet si l’on a un vec- 
teur AiB, et si l'on introduit sur le même support un vecteur AoDî égal au pre- 
mier et de même sens et le vecteur kAi', égal et opposé à A 0 B 2 , on peut sup- 
primer les vecteurs AJC (‘t AolÇ et il reste kAii^ qui est AJC transporté par 
glissement sur son support. 

2” De réduire un système quelconque à 0, 1 ou 2 vecteurs dont l'un passe 
par un point arbitraire. Nous rapf)etons rapidement la démonstration classique 
do ce théorème. Ayant choisi arbitrairement trois points O, ( )[, O^nnn en ligne 
droite, et consiilérant un v«‘cteur AH, non situé dans le plan des trois points, 
on peut, en opérant un transport si c’est néces.saire, supposer (jue l’origine A 
n’est pas dans le plan, joindre A à 0, Oj, (Ç, remplacer le vecteur par trois 
autres concourants dirigés suivant AO,, AO^, AOy et transporter ces vecteurs 
en 0, 0, et O 2 * ÂH est dans le plan des trois points, on peut le remplacer 
par deux autres dirigés suivant deux des trois droites AO, AO,, AO^.) 

En Ojiérant <le même po\ir tous les vecteurs du système donné, on aboutit 
à un ensemble, de vecteurs concourants en O, (jiie l'on remplace par leur résul- 
tante V. et des ensembles analogues en O, et O^, que l’on remplace par leurs 
résultantes V, et V., ; on voit déj.à que tout système est réductible à trois vec- 
teurs dont quelques-uns peuvent être nuis. 

Si l'on a ('n’ecti\<;ment trois v<‘cteurs V, V,, Vo apj)liqués en 0, (),, O 2 , on 
considéré une droite D commune aux deux plans OOiV’,, OO^Va, et un point 0' 
arbitiairenn'iit choisi sur D; on décompose V, suivant les directions 0,0, 0,0 
et V;, suivant O^O, Od)' (en les faisant glisser si c'est nécessaire), et on trans- 
porte les composantes en O et O' ; on remplace alors les vecteurs appliqués en 
0 par leur résultante, de même les vecteurs appliqués en ()', et l’on arrive 
ainsi i» un système réduit composé de deux vecteurs. 

Si ces vecteurs sont égaux et directement opposés, ils peuvent, être sup- 
primés et l’on arrive à un système nul : si les vecteurs sont dans un même 
plan, ils peuvent être remplacés par un seul vecteur ou bien ils forment un 
couple ; entin dans le cas général on peut remplacer deux vecteurs par un vec- 
teur et un couple, comme nous l'avons dit dans le ir précédent. 

Nous ferons aussi la remarque suivante, souvent appliquée ; on peut trans- 
porter un vecteur AH parallèlement à liii-méme en un point quelconque 0, à 
la condition d'ajouter un couple de transport dont l’axe est égal au moment de 
AB par rapport à 0. En effet, il suffit d’adjoindre à ÀB deux vecteurs OB^ 
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OÇ, l’un équipollent à AB, l’autre opposé à OBi pour obtenir renscmble du 
vecteur ét du couple À 5 , qui est précisément le couple de transport. 

L’identité des deux modes de réduction d’un système de vecteurs résulte 
du théorème suivant. 

Théorème. — Si deux systèmes se déduisent l'un de Vautre par les opé- 
rations élémentaires, ils sont équiimlenls, et réciproquement deux systèmes 
équivalents peuvent se déduire Vun de Vautre par les opérations élémentaires. 

La proposition directe résulte de cette remarque (juc les opérations élé- 
mentaires ne moditient ni la résultante générale d'un système ni son moment 
résultant par rapport à un point, d’après la définition de la résultante et d’après 
le théorème de Varignon (n" 6). 

Pour démontrer la réciproque, supposons que deux systèmes Si et S. aient 
même résultante et même moment résultant par rapport à un |)oint O : par 
les opérations élémentaires, etrecluons la réduction du premier à deux vec- 
teurs Y[ dont Vi passe par le point O, et la réduction du second à deux 
vecteurs Va, dont Va passe par O ; comme on peut par des opérations élé - 
mentaires passer de Si à (\^, V(), puis de (V,, Va) à Si [opérations inverses de 
celles qui ont permis de passer de So à (Vo. Vl)], il sultit de montrer qu’on 
peut passer de (V,, VJ) à (V.,. V^). 

,Or V( et Vj sont dans un même plan perpendiculaire au moment résultant 

0(i , et ont même 
moment i>ar rapport 
à O (fig . 9 ) : s’ils ont 
même support, ils 
sont égaux et il en 
est de même de Vi 
et Vi : s’ils ne sont 
pas parallèles et si 
on les transporte 
en leur point de 
concours O', on peut 
construire un vec- 
leur V'j tel que V' 
soit la résultante de 

V[ et Va ; le moment de V3 par rapport à O est nul d’après le théorème de 
Varignon, par suite VS passe par O. En adjoignant au système (Vi, V',) le vecteur 
Va et le vecteur V» passant par O, opposé à V^, on remplace le système (Vi, 
par V2 et par la résultante de V) et V3 : cette résultante ne peut être que 
et la proposition est démontrée. 
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Si V,' et Vj étaient parallèles, il suffirait d’adjoindre à l’un des systèmes 
deux vecteurs égaux et directement opposés sur une droite passant par O, dans 
le plan de \\ et pour se ramener au cas précédent. 

Nous voyons ainsi que la réduction d’un système peut se faire soit par la 
métliodc de l'équivalence, et le calcul est alors tout indiqué, soit par la 
méthode plutôt géométri<iue des opérations élémentaires. 


1 1 . Cas particuliers de systèmes de vecteurs. 1® Système de vecteurs 
concourants. — En prenant rorigine O au point de concours des vecteurs, 
leurs moments et le moment résultant (L, M, N) par rapport à O sont nuis; 
le système est équivalent à zéro ou à une résultante passant par O, suivant que 
la somme géométrique des vecteurs est nulle ou ne l'est pas. 

2" Système de vecteurs dans un même plan. — En prenant ce plan 
comme plan des .r//, c et Z sont nuis pour tous les vecteurs, par suite les coor- 
données Z, E, M sont milles et la somme LX MY-f-NZ est nulle. Si 

le système est réductihle à un vecteur égal à la résultante générale et ayant 
pour support l'axe central du système, dont l'équation dans U' plan des vec- 
teurs est 

N' = -™- :y,X,) — (.roY - y,X) = 0. 

Si \- -f- V- = 0, ci N ;/ (E le système est équivalent a un couple d'axe 
égal a N : enlin si X = V = .N 0, le système est nul. 

Système de vecteurs parallèles. — En prenant l'axe Oc parallèle aux 
vecteurs, les quantités \, V, N sont uulles pour chaque vecti iir et pour le sys- 
tème ; la somme EX -h MY t N Z est encore nulle. 

Si Z “ XZ/, ^ 0. le système est équivalent à un vecteur unique qu'on 
appelle sa résultante ; ce vecteur est égal à Z et a pour support l'axe central 
du SNslème. dont les équations sont 

1/ — t/oZ — fi, M' ^ - .T,/ 0 ; 


elles donmuit 

( 8 ) 



ljo = 


SZ, ■ 


Hornaiaïuons que le moment résultant du système par rapport à un point 
est toujours égal à celui de sa résultante ; on peut donc étendre le théorème de 
Varignon (n® 0) au cas de vecteurs parallèles ayant une résultante : 
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Tbéoréme. — Le moment résultant par rapport à un point ou par rap- 
port à un axe d’un système de vecteurs parallèles ayant une résultante est 
^al au moment par rapport à ce point ou par rapport à cet axe de la 
résultante du système. 

Si Z = 2i]Z/, = 0, et L^-4- ^ 0, le système est équivalent à un couple 

dont l’axe (L, M, 0) est perpendiculaire à Os ; si eniin on a Z — L = M = 0, 
le système est équivalent à zéro. 


12. Moment par rapport à un plan. Centre de vecteurs parallèles. — 
Dans les formules (8) entrent les sommes dont chaque terme est 

le produit de la valeur relative d’un vecteur par celle de sa distance à un plan 
de coordonnées qui lui est parallèle ; un tel produit s’appelle moment du vec- 
teur par rapport au plan ; un moment de cette espèce a une justification sca- 
laire et n’est représenté par aucun vecteur. 

Les formules (8) écrites sous la forme 

^ykYfc — yo^Y,, 

sont la traduction du théorème suivant : 

La somme des moments par rapport à un plan de vecteurs parallèles à 
ce plan et ayant une résultante est éyale au moment par rapport à ce plan 
de la résultante de ces vecteurs. 

Les considérations précédentes, qui s’appliquent à des vecteurs glissants, 
s’étendent à un système de vecteurs parallèles liés chacun à son point d’appli- 
cation. Soient a, j3, y les cosinus direcleurs d’une <lroite dirigée à laquelle soi t 
parallèles les vecteurs : soient F,, 1%, ... les valeurs relatives de ces vecteurs, 
(iTi, i/i, ::i), y-i, So), ••• les coordonnées de leurs origines: leur résul- 
tante générale a pour valeur V— i-F* ; nous nous placerons d’abord dans h' 
cas où elle n’est pas nulle. 

Lorsque les vecteurs sont parallèles à un axe de coordonnées, ils sont 
équivalents à un vecteur unique égal à F et passant par un point fourni par 
des formules analogues à (8) ; on est ainsi amené à dire dans le cas général que 
les vecteurs donnés ont une résultante qui leur est parallèle, dont la valeur e^t 
égale à F, et dont le point d’application a pour coordonnées 


( 9 ) 


ÇP>r» y SF.î , 

SF, ’ SF, ’ “ SF. ■ 


nous allons véritier que ce point, qu’on appelle centre des vecteurs parallèle.'- . 
appartient à l’axe central du système donné. Pour un point de cet axe, comme 
on a LX-t- MY -hNZ = 0, les valeurs de L', M', N' sont nulles, de sorte que 
VoGT et Mextkî;. — Méca. 


“i 
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les équations de l'axe sont deux des trois équations 


iyZ-=Y-S(t/.Z.-2,Y0, 

z\ — .cZ — — j-AZfc), 

.rV — î/X = ^(Xk\h— yk\k). 

ou, en reniplacant \a, Y*, Z* par F^a, F^fi, F**;, 

az¥ — Ya;F = aSPYsA — 

[ixF — ayF ~ pi:FA.rA ~ «-Faï/a ; 

on constate bien qii'elles sont véritiées par ç, r,, Ç et cela quels que soient 

a, B, Y- 

Le centre des vecteurs parallèles jouit des propriétés suivantes ; 1" il reste 
invariable lorsqu’on fait varier a, [t, y; par suite si l'on fait tourner les vec- 
teurs composants autour de leurs points d'application tout en les laissant 
{)arallèlcs, leur résullaule tourne autour du centre de la même manière ; 2^ il 
reste invariable quand on augmente ou qu'on diminue tous les vecteurs dans 
le même rapport, car le numérateur et le dénominateur des seconds membres 
des formules (0) sont multipliés par le même facteur. 

Si l'on appelle d’une manière générale moment par rapport à un plan 
d'un vecteur parallèle à unedr<dle et lié à son point d'application le [U’oduit de 
sa valeur relative par celle de la distance de son origine au plan, les formules 
(0) expriment (pic la somme des moments de vecteurs parallèles par rapport à 
un plan de coordonnées est égale au moment de leur résultante, et cette pro- 
priété s’applique à un plan quelconque comme le montrerait un calcul 
immédiat. 

I^ur construiri; le centre de deux vecteurs parallèles a[)pliqués en des 
points A, et Ai {/Ig. 10). on remarque, d’après les 
formules (9), que ce centre est situé sur la droite 
A, As et la partage en segments inversement pro- 
portionnels aux vecteurs, ce qui s’exprime par les 
égalités 

AjA A Ai A J Ai 

1^2 “ ~ F,T Fi ’ 

cette remarque permet inversement de décomposer 
un vecteur en deux autres qui lui sont parallèles. 
On passe de là à trois vecteurs en composant la 
résultante des deux premiers avec le troisième, et ainsi de suite. 

Plaçons-nous maintenant dans le cas où la résultante générale est nulle, 
le système est équivalent à un couple ou à zéro ; Taxe du couple a pour 
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gu’ojections 

M — i^(s A -~xt,'lk) = 

N — S(a7 /,YA.— ^aX*) — — ai:F\V4. 


Si ilFftj:;/,, SFjtZ* ne sont pns tous nuis, L, M, N ne sont pas nuis 

sauf dans le cas où l'on a 


i^F,£A ^ XF\Va. ^ ^F^, . 

'oT fi “^Y ’ 

le système est donc équivalent à un couple, sauf pour une orientation parti- 
culière des vecteurs, pour laquelle le système est équivalcnl a zéro. 

Enfin si SFaT'a, ^Fai^a, -F^za sont tous nuis, le systèujc est toujours nul, 
■qjielle que soit l'orientation des vecteurs. 


13. Produit scalaire et produit vectoriel de deux vecteurs. — Fiant don- 
nés deux vecteurs V, V' d’espèces (|uelconques, libres, glissants ou liés cliacun 
à un point, on envisage deux produits dillerents de ces vecteurs : 

1° le produit scalaire, que l'on représente ordinainunent par V , V' ; il est 
égal au produit des valeurs d(‘ ces vecteurs et du cosinus de l’angle de leurs 
directions, ou, ce (|ui revient au même, au produit de la valeur de l'un 
de ces vecteurs par la projection de l'autre sur sa direction, c’est-à-dire à 
,[VV' cos (V, V')]. Si l’on donne les projections X, V, Z, X', V'. /J de ces vec- 
teurs et les cosinus des angles de leurs direelions avec 
l('s axes, le produit a pour valeur 

VV'(aa' -t- fJfi' -f- yyO ~ XK' -j- \’Y' H - Z Z'. 

Il est nul si l'un des vecteurs est nul ou si les deux vec- 
teurs sont rectangulaires ; 

2" le produit vectoriel, que l'on représente ordinai- 
rement par V>< V' ou V /\ V' ; si l’on forme un contour 
OAB {fig. M) dont les composantes sont égales et paral- 
lèles aux vecteurs donnés, ce produit est par définition égal au moment de AB 
par rapport à O, c’est-à-dire au produit de AB par le bras de levier OU, ou 
à Faire du parallélogramme construit sur les deux vecteurs, c’est-à-dire à 
VV' sin (V, V'), et il est représenté, comme le moment vectoriel, par un vecteur 
OP perpendiculaire au plan OAB, dans le sens indiqué au n® 2. Si le point O 
est l’origine, les coordonnées de A sont égales à X, Y, Z, et les projections 
sur les axes du vecteur produit sont 



YZ' — ZY', 


ZV — XZ', XY - YX'. 
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Il est nul si l'un des vecteurs est nul ou si les deux vecteurs sont parallèles. 

Le produit scalaire est indépendant de l’ordre des deux facteurs, mais il 
n’en est pas de même du produit vectoriel ; celui-ci change de sens et ses pro- 
jections changent de signe quand on intervertit l'ordre des facteurs. 

La propriété distributive de la multiplication, exprimée par l’égalité 

{a -f- b) {a' -h b') = aa' -f- ba' -f- ab' bb' , 

est possédée parle [)roduit scalaire et parle produit vectoriel, à la condition 
de considérer les sommes comme géométriques dans les opérations sur les vec- 
teurs ; la démonstration par le calcul est immédiate en introduisant les pro- 
jections des vecteurs et de leurs sommes sur les axes de coordonnées. 



CHAPITHE 11 


CINÉMATIQUE DU POINT. VITESSE 


14. IlelativUé du moiivemeiit. — On ne peut étudier le mouvement ou le 
repos d'un point ou d'un système de points qu'en adoptant un repère de 
comparaison, par exemple un corps solide ou un irièdre de coordonnées atta- 
ché à ce corps. Un point est dit en repos ou en mouvement relativement à ce 
repère si ses distances à trois points du repère non en ligne droile, ou ses trois 
coordonnées, restent constantes ou varient avec le temps. F‘ar exemple un 
corps posé sur le pont d'un bateau en marche est en repos par rapport à ce 
bateau et en mouvement par rapport au rivage ; un corps posé sur le sol est 
en repos par rapport à la Terre ou à des axes de coordonnées liés à elle, mais 
est en mouvement par rapport au Soleil ou à un trièdre lié au système solaire 
et dirigé vers des étoiles tixes. On ne peut donc étudier que le repos ou le 
mouvement relatifs ; on ne peut pas aflirioer qu'il existe de repos ou de mou- 
xement absolus. 

La mesure du temps se fait au moyen d'appareils tels (|uc des horloges qui 
permettent d’évaluer le nombre de secondes comprises entre deux instants. 
D'une manière analogue à ce (|ue Ton fait en géométrie analytique lorsqu'on 
veut fixer la position d’un point sur une droile dirigée, on considère un ins- 
tant particulier passé ou futur, par exemple minuit d'une date déterminée, et 
on l’appelle instant initial ou origine des temps ; tout autre instant est carac- 
térisé par la mesure de l’intervalle de temps qui s’écoule entre l'origine et lui, 
affectée du signe 4- et du signe — suivant qu’il est postérieur ou antérieur à 
l'origine. Le nombre positif ou négatif ainsi obtenu est l’abscisse de l’instant 
considéré ; lorsque celui-ci est remplacé par d’autres, l’abscisse devient une 
variable que l’on représente par t. La durée d’un phénomène qui s'effectue 
entre les instants d’abscisses l et C est égale à la différence l' — l. 

15. Trajectoire. Loi du mouvement. — Le lieu des positions successives 
d’un point en mouvement est une ligne continue que Ton appelle sa Irajec- 
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toire: lorsqu'elle est une droite, le mouvement est rectiligne. La loi qui per- 
met de fixer à chaque instant la position du mobile sur sa trajectoire s’appelle 
loi du mouvement ; ou peut l'envisager de plusieurs manières. 

La première, que l'on peut qualifier d'intrinsèque, suppose que l’on sache 
évaluer les longueurs sur la trajectoire comme sur une droite ou un cercle ; 
on donne alors le sens du mouvement et les chemins parcourus en fonction ’ 
du temps employé a les décrire, ou bien, ce qui est préférable et ce que nous 
supposerons, ou prend sur la trajectoire une origine, un sens positif des 
segments ou des arcs, et l'on fixe eha<|ue point de la ligne par son abscisse 
rectiligne ou curviligne .«?. La loi du mouNCment est une relation de la forme 

( 1 ) 5 = /•(() 

entre l’abscisse .s du mobile à chaque instant et l’abscisse t de cet instant. 

On appelle diagramme la représentation gra))hiquc de la relation précé- 
dente dans un système d'axes de coordonnées où l est l’abscisse et s l’ordonnée ; 
les écljelles adoptées peuvent être quelcomjues. 

La deuxième manière consiste à donner les exj)ressions en fonction du 
temps des coordonnées du mobile ; dans le cas des coordonnées rectilignes, 
elles sont de la forme 

( 2 ) X ^fO). ,v = -?(0- ==='K0: 

ces équations déterminent à la fois la trajectoire et la loi du mouvement. On 
peut envisager d’autres coordonnées : polaires, cyliiidri(|ues, etc., fonctions du- 
temps. 

It». Viiesso. Sa représentation par un vecteur. — Plaçons-nous d’abord 
dans le cas où le mouvement est défini d’imc manière intrinsèque par l’équa- 
tion (t) ; on dit (pie le mouvermuit est uniforme si le déplacement a toujours 
lien dans le même sens, et si les longueurs parcourues dans dés temps égaux 
sont égales (luels (|ue soient ees temps : pour cela, il faut et il suffit que s soit 
une foiielioii linéaire de f. de la forme a -f />/. 

On appelle valeur al)sohie de la vitesse de ce mouvement la longueur de 
la portion de trajectoire parcourue pendant l'unité de temps, et vitesse la 
valeur relative de cette portion; on la représente par n ; elle est égale au 
coefficient b. Oti peut la calculer en général eu évaluanl les abscisses s et s' du 
mobile à deux instimls t et t' ; on a alors 


Inversement, la loi d'uii mouvement uniforme dont ou donne la vitesse u 
et l’abscisse initiale s^f du mobile est .s — -f t’/. 
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36 ou de 


; avec sa valeur 


Au point de vue des équations de dimensions, une vitesse est le quotient 
d’une longueur par un temps et a pour équation fV| = |^y] ' valeur 

numérique, il faut indiquer les unités de longueur et de temps. Si un train 

parcourt d’un mouvement uniforme 72 kilomètres en 2 heures, sa vitesse est de 

OP km , oGOOO .A 
36 -- onde -- = 

Il 60 X 60 s 

Lorsqu'un mouvement n’est pas uniforme, il est dit varié ; on appelle 
vitesse moyenne du mobile entre les po.sition's A et A^ correspondant aux ins- 
tants l et L' , la vitesse d’un mobile auxiliaire qui parcourrait d’un mouvement 
uniforme la même portion AA' entre les instants t et L' ; si 5 f{C) et. s' — f{i') 
sont les abscisses du mobile aux instants l et //, la vitesse moyenne est donnée 
par la formule (3). 

Ou appelle vitesse du mobile d l'instant t la limite de la vitesse moyenne 
de ce mobile entre les instants t et t' lorsque l’intervalle de temps — t tend 
vers zéro ; cette vitesse est égale à la dérivée de la fonction s = f(l) pour la 
valeur t de la variable, el l’on a 


On peut la déterminer graplii(juement en utilisant le diagramme de la loi 
du mouvement (fig. 12). Tout mouvement uniforme est représenté par une 

droite; la pente de celte 
droite, calculée en tenant 
compte des échelles , e.st 
égale à la vitesse, et en par- 
ticulier un repos est repré- 
senté par une parallèle à 
l’axe des t. Pour un rnou^e- 
ment non uni forme, la vi- 
tesse à un instant t est égale 
O à la pente de la tangente à 

la courbe au point M relatif 
t-2. cct instant ; on la déter- 

mine par exemple en traçant 
les ordonnées des points m et nii correspondant aux instants t et M-1, et 
mesurant la diirércnce M,MÎ des ordonnées de la tangente relatives à ces deux 
points. 

Nous avons tracé en pointillé sur la figure 12 le diagramme des vitesses; 
dans les mouvements naturels, la vitesse ne peut changer brusquement de 
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valeur, et le diagramme de l’espace ne présente pas de point anguleux. 

On représente ta vitesse par un vecteur lié à la position du mobile; dans 
le cas d’un niouveinent rectiligne, ce vecteur est porté par la trajectoire ; dans 
le cas d'un mouvement curviligne, par la tangente à la trajectoire au point 
considéré. Sur la demi-tangente dans le sens du mouvement on porte un seg- 
ment égal à la valeur absolue de la vitesse ; ou bien encore on prend sur la 
tangente un sens positiT ayant la direction des ares s croissants, et sur ce sup- 
port on porte un segment ayant même valeur relative que la vitesse. En exa- 
minant le cas où la vitesse r est positive et le cas où elle est négative, on 
vérilie que ces deux manières conduisent au même résultat. 

Plaçons-nous mainlenant dans le cas ou la trajectoire et la loi dti mouve- 
ment sont données sous la forme (2); si aux instants t et l' le mobile occupe 
les positions A et A' (//’</. 13), on appelle vitesse 
moyenne à l'instant / la vitesse qu'aurait un 
mobile auxiliaire se déplaçant d'un mouvement 
uniforme sur la corde AA', de façon à être en 
A et A' aux instants / et ; celte vitesse, égale 

, corde AA' * > i 

a - J--- J - , est représentée par un vecteur ; 

la limite de ce vecteur lorsque rintervalle t ' — l 
V qu’on appelle vitesse à l'inslant t. 
celui que nous avons introduit dans le cas pré- 


1 




r 


Fig. IH. 


tend vers zéro est un vecteur 
Ce vecteur est identique ^ 
cèdent : en elTet, il a pour support la limite de la corde, c'est-à-dire la tan- 

ds 


genle en A ; il est dirigé dans le sens du mouvement ; enfin il est égal à 


dr 


car on sait que la liniile du rapport de la corde AA' à l'arc est égale à l'unité, 
et par suite 


corde AA arc AA 

luik - - — lim — = 

/ v 


ds 

■ ~di 


Si Ax, A</, A- sont les accroissements des coordonnées du mdbile en pas- 
sant de A O A', et M raccroissement l' — l du temps, les projections du vec- 
A.r ù^y As 


leur sont 

égales à 
(H) V, 


M M M 

, dx 
~ ~ dl’ 


et celles du vecteur V, qui en est la limite, sont 


dl 




dz, 

'' dt ’ 


on vérifie bien que la grandeur de la vitesse, égale à \^' x'r iji 


ds 


-+- a pour 


valeur On peut remarquer aussi que la projection du vecteur vitesse sur un 

plan ou sur un axe est égale au vecteur vitesse du mouvement projeté sur ce 
plan ou sur cet axe. 
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17. Cas d’un mouvement circulaire. Vitesse angulaire. — Si un point A 
se déplace sur un cercle de rayon r, sa position est 
déterminée par lan^çle 0 — AoOA que lornie son rayon 
vecteur OA avec un rayon OAo pris pour origine et 
porté par Taxe Oa?. 

L’angle 6 est une fonction f{t) du temps. L’arc 
AoA — s est donné par s = rO. La loi du mouvement 
est donc s — La vitesse est égale à 



(h ^ 

cil ^ dt 




La quantité ~ s’appelle vitesse angulaire et se désigne par lo. On 
la formule 


donc 


11 est évident que la vitesse angulaire est la même pour tout autre point 
H porté par le rayon OA, car on a 0 == 

Dans le cas d un mouvement uniforme, on a 6 = bd si à l’origine du temps 
le mobile est en Ao- 

Examinons d’une manière plus générale le cas où le point molùle reste à 
une distance constante r d’un point O ; sa trajectoire est la section de la sphère 
de centre O et de rayon r par le cône de sommet 
O engendré par OA. Considérons la section de ce 
cône par la sphère de rayon un concentrique à 
la première {fig. 15). Lorsque le point A décrit 
un arc — s de sa trajectoire, le point cor- 
respondant a, intersection de OA avec la deuxième 
sphère, décrit un arc homothétique «oa que nous 
désignerons par <7, et l’on a 5 = r-j. La vitesse de 
da 



A ost cg«l.. «1 = 


dt 


; elle est représentée par 


un vecteur ^ perpendiculaire à OA, dans le plan 
tangent au cône engendré par OA. 

Dans le cas où la trajectoire est plane, c est égal à l'angle 0 envisagé dans 
le mouvement circulaire. 


18. Changement de système «le comparaison. Composition des vitesses. 
— Après avoir étudie le mouvement d’un point A par rapport à un système S, 
et déterminé sa vitesse, on peut se proposer d’étudier son mouvement par- 
rapport à un autre système Si en utilisant le mouvement de A par rapport ù S 
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et celui de S par rapport à S, ; on dit alors que le premier est le mouvement 
relatif, le dcuvième le mouvement à'enlraînemeni, et oif a l’habitude de dire 
que le mouvemenl de A par rapport à Si est le mouvement absolu ; il est dit 
aussi résultant des deux premiers, qui sont les mouvements composants. 

Pour déterminer la trajeétoire et la loi du mouvement absolu, on peut 
opérer de la manière suivante : Soit (/?|gr. 16), à un certain instant /, A la 
position du mobile dans S; le point invariablement lié à S où se trouve A a 
cet instant s’appelle point coïncident, nous le désignerons par A,,. Pour 
l'observateur lié a S et placé en A,,, le mouvement de A se fait suivant une 




trajectoire relatise 1,, et, dans un intervalle de temps de t à A décrit dans- 
le mouvement relalif un certain are AA' de cette trajectoire. Mais pour l’obser- 
vateur lié à Si. le système S se déplace dans le meme intervalle de temps de 
S à S' ; A, décrit dans le mouvement d’entraînement un arc A, .A', la trajec- 
toire relative T, se trouve transportée en ï', cl la position (inale de A est un 
point A' tel que l’arc A«A' soit égal à AA'. On peut de cette façon construire 
dans le système Si les positions successives A' du point A, et en déduire la 
trajectoire et le mouvement absolus. 

La vitesse de A dans ce mouvement absolu est en grandeur et en position 
la limite du vecteur égal à lorsque /' — I tend vers zéro. Mais 


la corde A A' est la somme géométri(jue des cor<les A. Aé et A'Â' ; par suite le 
vecteur appliqué en A est la somme géométrique du vecteur égal à 

coid( A,.A,;^ vecteur éqiiipollent à V^r égal à 

Lorsque l' — t tend vers zéro, a pour limite le vecteur vitesse 
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^ du point coïncident A,, dans le mouvement d’entraînement ; comme la corde 
AeA' est égale à la corde AA^ et que la limite de la direction de la première est 
la mémo que celle do la seconde quand Tf. se rapproche de IV, on en conclut 
que le vecteur a pour limite le vecteur vitesse VV de A dans le mouvement 
relatif. Dès lors V„„„ qui est toujours la somme géométrique de V„,„ et Vmr, a 
une limite égale à la somme géométrique et Vr Çfiff. 16a). 

En désignant, pour abréger, par trajectoire et vitesse d’entrainement la 
trajectoire et la vitesse du point coïncident dans le mouvement d’entraîne- 
ment, on peut énoncer le théorème suivant : 

La vitesse absolue d'un mobile à un instant est la somme (f cométrique 
de la vitesse d'entrainement et de la vitesse relative de ce mobile à cet 
instant. 



19. Exemples. — L’exemple le plus simple est celui ou les mouvements 
relatif et d’entraînement sont rectilignes et uniformes ; le mobile se déplace 

sur une droite S d'un mouvement uni- 
forme pendant que cette droite se déplace 
parallèlenient à elle-même, un de ses 
points ayant un mouvemetit rectiligne 
et uniforme. Si Vpct \V, sont les vitesses 
de ces mouvements (Jig. 17). la vitesse 
\,i du mouvement absolu est à chaque 
instant la somme géométri(|uc de V. et 
Ve ; le mouxeiiient résultant est aussi rectiligne et uniforme. 

Un autre exemple est celui du mouvement hélicoïdal ; le mou\ement rela- 
tif de A a lieu sur une droite S restant perpendiculaire à un plan P. pendant 
que le point ou elle rencontre ce plan est animé 
d’un mouvement d’entraînement circulaire dans 
ce plan (//^. IS); on suppose de plus que le dé- 
placement relatif s est constamment proportion- 
nel au déplacement angulaire 0 d’entraînement, 
ou que .v = AO. 

Si r est le rayon du cylindre engendré par 
la droite S, la vitesse d'entrainement est égale à 

r et est portée par la tangente au cercle décrit 
dt ^ 

par le point coïncident A^, la vitesse relative W, égale à ~ = k - , est pro- 

dt dt 

portionnelle à la première ; on en conclut que la vitesse absolue, qui est la 
somme géométrique des deux premières et qui est tangente à l’hélice décrite 
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par le mobile dans le mouvement absolu, fait un angle constant avec la géné- 
ratrice du cylindre sur le<niel est tracée cette hélice ; on retrouve ainsi la 
propriété de la tangente à Tbélice. 

Remarquons que l’on peut, dans cet exemple, intervertir le rôle du mou- 
vement relatif et du mouvement d’entraînement, et envisager le mouvement 
hélicoïdal comme résultant d’un mouvement relatif circulaire sur un cercle C 
pendant que, dans le mouvement d’entraînement, ce cercle se déplace en res- 
tant parallèle à lui-même, son centre décrivant une droite perpendiculaire à son 
plan. On peut même faire abstraction du système entraîné ci dire simplement 
(jue le mobile est animé par rapport à Sj de deux mouvements simultanés ; sa 
vitesse est toujours la somme géométrique des vitesses des mouvements 
composants. 

On généralise cette remarque au cas d’un nombre quelcon(jue de mouve- 
ments simultanés composants ; c'est ainsi que l'on peut considérer le mouve- 
ment d’un mobile comme résultant des mouvements rectilignes de ses projec- 
tions sur les trois axes de coordonnées ; sa vitesse est la somme géométrique 
des vitesses de ces projections. 


20. Mouvement en coordonnées polaires dans le plan et <lans l’espace, 
— On peut étudier le mouvement d’un point mobile dans un plan en donnant 
les expressions en fonction du temps des coordonnées polaires r et 0 de ce 
point. On se propose alors de déterminer les projections de la vitesse V du 

mobile sur la direclion du rayon vec- 
teur et sur la perpendiculaire à cette 
direction, c'est-à-dire les projections iv 
et C;) (le la vitesse sur les axes que nous 
désignons par Or et Op {fiy. 19), fai- 
sant respectivement avec Ox les angles 

0 et 0 -f- -J- 



l'ig. 19. U suffit pour cela de considérer le 

mouvement comme résultant de deux 
autres, l'un relatif sur l'axe Or et l’autre d'entraînement de cet axe autour du 
point 0 ; le premier est un mouvement rectiligne défini par la variation de r, 
l’autre un mouvement de rotation défini par la variation de b ; les vitesses 

relative et d'entraînement de A sont l’une égale à ~ portée par l'axe Or, 
l'autre égale ^ portée par une perpendiculaire à eet axe dans le sens posi- 
tif, c’est-à-dire par une parallèle à l’axe 0/>. On voit donc que les projections 
de V sur ces deux axes sont précisément ces deux vitesses, et ont pour 



valeurs 

( 6 ) 
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r 


dd 

dt 


On serait arrivé à la même conclusion en utilisant les valeurs der projec- 
tions de la vitesse sur les axes Oj:, Oy et écrivant que la projection du vec- 
teur vitesse sur un axe est égale à la somme des projections sur cet axe des 
deux composantes de ce vecteur ; on a donc 


dx 


dy . 

■jV"" 


dt 


sin 


0 


dy 

cosO. 

ut 


En remplaçant x et y par r cos ô et r sin ô, on retrouve les formules (0). 
Si Ton utilise dans l’espace les coordonnées cylindriques r, 0, 3, on peut 
considérer le mouvement comme résultant d’un mouvement en coordonnées 
polaires dans un plan parallèle au plan xOy et d’un mouvement parallèle à Os ; 
les projections de la vitesse sur les axes Or, Op et Oz sont 


Vr — 


(h 

dt' 



dz 

dt' 


Enfin on peut imaginer que la position d’un point A dans l'espace est défi- 
nie par la valeur relative r du rayon vecteur OA porté par une droite dirigée 
OD, et par les paramètres de déplacement de OD. par exemple les coordonnées 
polaires 0 et Nous considérerons encore le mouvement de A comme résul- 
tant de deux autres, un mouvement relatif sur OD, défini par la variation de r, 
et un mouvement d’entraînement de 01), défini par le déplacement de cette 
droite sur le cône (lu’elle engendre ; les vitesses relative et d’entraînement sont 

respectivement la première égale à portée par DD, la seconde égale à r 


(n“ 17), portée par la perpendiculaire à OD dans le plan tangent au cône. Si 
nous désignons par Or et Oq les axes confondus avec OD et avec la perpendi- 
culaire à cette droite dans le plan tangent, suivant la direction des arcs 
croissants, nous voyons que les projections de la vitesse de A sur ces axes 
sont 


a) 



l'v 


= r 


drs 

dt 


21. Vitesse considérée comme dérivée géométrique. — Considérons le 
vecteur OA joignant un point fixe O aux positions successives d’un point, 
mobile en mouvement ; soient ÔA et OA' les vecteurs correspondant aux instants 
t et l' (fig. 20) ; leur difi’érence géométrique, OA' — OA, est équipollente à la 

corde AA'; la limite du rapport — p- lorsque l' — t tend vers zéro 
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s'appelle la dérivée géomélrique du vecteur ÔA ; elle est un vecteur W équi- 
y pollent au vecteur vitesse V du point A. 

Les considérations développées précédemment 
montrent que la dérivée géométrique d’un vecteur 
est parallèle à la tangente à la trajectoire du point A ; 
ses projections sur les axes Or, Op dirigés suivant 
OA et suivant la perpendiculaire à OA dans le plan 
tangent au cône engendré par ce vecteur sont res- 
pectivement égales ^ 


P. 




v: /, 

/ A ' 




à , et 
cU 


Jl 


■r‘ 

Fig 20. 22. Moment de la vitesse par rapport à un 

axe. Vitesse aréolaire. — Le moment par rapport à 
l'origine de la vitesse V d’un mobile est un vecteur ayant pour projections sur 
les axes 


, dr du 
L == U Z 


Il 


dz 

'dl’ 


-, d%i dæ 
^ ^ x — 1 / — , 

di dt 


ces projections étant les moments de V par raf)port aux axes : on peut leur 
donner une signification géométrique. 

Considérorjs le moment par rapport à O- ; en introduisant les coordonnées 
polaires r. 0 de la projection du mobile sur le plan i)xy, on a 


N = 


dt 



ÉP • 

dt ’ 


nous trouvons ainsi le double de la dérivée de Faire A du secteur engendré par 
le rayon vecteur r, dérivée que l'on appelle vitesse aréolaire ci que l’on désigne 

par ; on peut donc énoncer ce tbéorème : 

Le moment par rapport à un axe de la vitesse d’un mobile est èyal au 
double de la vitesse aréolaire de la projection de ce mobile sur un planper- 
pendiculaire à l'axe. 
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ACCÉLÉRATION 


23. Accélération. Hodooraphc. — Plaçons-nous d’abord dans le cas 
d'un mouvement rectilij^ne el prenons la trajectoire comme axe i)x; à chaque 

clx . t 

insiant, la vitesse du mobile est éj^ale à Si l'on envisage la loi du mouve- 
ment, le mouvement le plus simple après le mouvement unil’orme est celui 
dont la vitesse varie de quantités égales dans des temps égaux : la (juantité 
dont elle varie dans l'unité de temps s’appelle accèléraiion (d le mouvement 
est dit uniformcmenl varié. 

Le mouvement d'é(]uation x ==-- a ht cl'^ est uniforméinent varié, car 
la vitesse v — b-\-2cl varie de quantités égales dans des temps égaux, eu 
particulier de 2c pendant l'imité de temps ; inxersement, un mouvement rec- 
tiligne unirormôment varié dont on donne l’accélération y est tel que sa vitesse 
est V — r,j étant la vitesse initiale, et que la loi du mouvement est 

J' = Xo -j- Vçi -h , Xo étant ral)scisse initiale. 

Si un mouvement rectiligne n’est pas uniformément varié, on appelle 
accélération moyenne entre les instants t et l' celle d'un mobile auxiliaire 
animé d’un mouvement uniformément varié et possédant h's memes vitesses 
r et v' que le mobile donné aux instants t el ; celte accélération moyenne 

est égale à — On appelle accélération à l’instant t la limite de raccclé- 

ration moyenne quand l'intervalle t' — l tend vers zéro; elle est égale à la 

dérivée -- de la vitesse, et par suite à la dérivée seconde de l’abcisse : on 
dt dt‘ 

la représente ordinairement par y. 

Exemple : pour un mouvement vibratoire simple représenté par 
X ~~ a cos (i)<, on a 


V 


ux 

— - = . — 0(0 sin lo/, 
dt 




d-x 


0 ( 0 “ cos (ot ~ — (o“.r 
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L’accélération a pour dimension 




ffénéialement elle est évaluée en 


mètre ou en centimètre par seconde carrée. Le diagramme de l'accélération 
se déduit de celui de la vitesse comme celui-ci se déduit du diagramme de la 
loi du mouvement. 

On représente l’accélération par un vecteur lié au mobile, porté par la 
droite qui est sa trajectoire et ayant y pour valeur relative. 

Lorsque le mouvement n’est pas rectiligne, les considérations précédentes 
ne suffisent plus ; on définit alors l’accélération comme un vecteur de la façon 

suivante ; soient aux instants i et l’ 
ÀV et A'V ^ les vecteurs représentatifs 
T de la vitesse, tangents à la trajectoire 

V^l y ’V (/?</• 21) ; on construit le vecteur issu 

J ^ et égal à leur diirérence géoiné- 

1^7 /7T trique A'V' — AV. Le quotient de 

\ / cotte différence par t' — i est un vec- 
~/h. ]/ leur AJ„, qu’on appelle accélération 

0 moyenne, et la limite AJ de ce vec- 

1^'r- -L leur quand t' — l tend vers zéro s’ap- 

pelle vecteur accélération à l’instant 
/ et on le représente encore par y. Dans le cas d’un mouvement rectiligne, la 
valeur relative de ce vecteur est bien égale à la dérivée seconde de l’abscisse. 

La détermination de l’accélération dans le cas général résulte de la consi- 
dération de Vhodographe. On appelle ainsi le lieu de l’extrémité d’un vecteur 
OVi issu d’un point fixe O, par exemple de l’origine, est équipollent au vecteur 
vitesse ÀV. La différence géométrique entre A'V' et AV est équipollente à la 
différence géométrique entre les vecteurs OV{ et ÔV, correspondants: l’accé- 


lération moyenne AJ;„ est équipollente à 


OVi—GV, 


y- S et l’accélération AJ est 


équipollente à la dérivée géométrique du vecteur ÔV,. 

Oïl voit que l’accélération se déduit de l’hodograpbe comme la vitesse se 
déduit de la trajectoire; on détermine le vecteur vitesse du point qui décrit 
l’hodograplie, et on mène parle point A un vecteur équipollent à cette vitesse. 
On déduit de là les projections sur les axes du vecteur y ou AJ ; comme les 


coordonnées de V, sont æ, = — , 
accélération sont 


= i == "r> les projections du vecteur 
(it al 


On peut remarquer d’après cela que la projection du vecteur accélération sur 
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un plan ou sur un axe est identique au vecteur accélération de la projection 
du mouvement du mobile sur ce plan ou sur cet axe. 


24. Composantes taiigeiitl elle et normale de l’accélération. — Le xecieur 
accélération AJ n’est pas porté en général par la tangente à la trajectoire ; il 
est dans le plan limite du plan AVV" passant par la tangente AV et paral- 
lèle à la tangente voisine Â'V'; ce plan limite n’est autre que le plan oscilla- 
teur à la trajectoire; de plus, par construction, le vecteur accélération est situé 
par rapport à la tangente AV du meme coté que le centre de courbure, c’est- 
à-dire dans la concavité do la courbe. 

La détermination intrinsèque de l’accélération consiste dans la recberebe 
de ses projections sur la tangente à la trajectoire dans le sens des arcs 
croissants, et sur la normale principale vers le centre de courbure ; on les 
obtient en remarquant qu’elles. sont équipollentes aux projections sur les axes 
que nous avons appelés 01, 01) (n" 20) de la vitesse du point \\ de l’hodo- 

graphe. Nous avons vu que ces dernières sont égales à et à 

ci t ci t ci s (if 


ici r est égal à la vitesse v, par suite la projection yt de racccléraiion sur la 
tangente est égale à ^ ou à ; de plus le rapport ^ est égal à la courbure 
1 

de la trajectoire, ou à en désignant par p le rayon de courbure de cette 


de de ds 

"di’ ^"^'‘’di-d'r 


courbe ; la projection <ln l’accélération sur la normale [irincipalc est égale à 

l’accélération sur la binomiale est nulle, on peut dire que les [irojections du 
vecteur accélération sur la tangente, la normale principale et la binomiale 
à la trajectoire en A, sont 


( 2 ) 


dv 

" i77’ 





On arrive au même résultat en utilisant les formules de Krenct. Si aj, fi,, y, 
sont les cosinus directeurs de la tangente à la trajectoire a.^, fia, y-i ceux de la 
normale principale, les projections de la vitesse sur les trois axes sont 


dx 

dt 


ajU, 


djl._ 

dl 




dz 

dt 




celles de l’accélération sont les dérivées de ces quantités, c’est-à-dire 


d'^x 


dv 

\lt~ 


doLi 


dv 


c/a, ds 

M * • -, 

ds dt’ 


VoüT et Mentré. — Mécu. 


y 



:u 


et de même des autres 
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comme on a = —, on voit que 
P 


d'^y 

dî^'~ 

dH 

dl^ 


ds 

dv 


= ïi 


dv 

dr 

dv 
dt ■ 


" aa— , 

P 


-Y2 ■ 


ces expressions niontrenl (pie le vecteur accélération est la somme géométrique 

de deux autres, l’un égal à “ porté par la droite de direction (ai, Pi, yi), 
v'^ 

l'autre égal porté par la droite de direction (a,,, pa, y:), ce qu’il fallait 
démontrer. 

Les cas simples que l’on peut envisager sont ceux où l’accélération est 
purement tangentielle ou purement normale. Dans le premier cas, on doit 
avoir yn = 0, d’où v — 0 ou bien p — go ; ce dernier cas se présente en parti- 
culier lorsque le point A est un point d’inllexion d’une ligne plane. Pour que 
y„ soit nul, c’est-à-dire p indni, en tous les points, il faut et il sufiit que la 
trajectoire soit une droite, comme il est facile de le voir. 

Dans le deuxième cas, on doit avoir yt — 0 \ la vitesse doit être 
constante et le mouvement doit être uniforme. 

Comme autre exemple, si l’on considère un mouvement circulaire sur un 
cercle de rayon r, on a 


yi = r 


dta 

~dl' 




25. Accélération en coordonnées polaires. — Nous supposons qu’un 
mouvement plan est défini par la variation en fonction du temps des coordon- 
nées polaires r et 0 ; nous allons déterminer les projections de l’accélération 
sur le rayon vecteur et la perpendiculaire au rayon vecteur, que nous avons 
introduits au n" 20 sous le nom d’axes Or, üp. 

Nous avons à déterminer les projections sur ces axes de la vitesse du 
point W de riiodographe (//</. 20); elles sont égales à la somme des projec- 
tions sur ces mêmes axes des vitesses des projections II et P de W sur Or 

dr 

Le point R est l’extrémité d’un vecteur égal à ri — ~ porté par Or; les 

dt 

projections de sa vitesse sur Or et O/j (formule 0, n"" 20) sont 

di\ _ d'^r t/6 dr t/6 

dl dl^^ dl dt dl 
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Le point P est l’extrémité d’un vecteur égal à rj = r^- porté par Op ; les 

projections de sa vitesse sur Op et Or' faisant avec Op l’angle y sont 

dr<^ drdb (J[) 

dl dt dt * dl'^* dt ^\dl) 


Comme Or' est opposé à Or, on voit, en additionnant les projections, que 
les composantes de l’accélération sont 


( 3 ) 


d^r 

'' dl^ ■ 


(dhy 
"[dl) ■ 


11’- 


^dr ü?0 
‘'dl‘dl~ 


dH 

"'df 


On aurait pu aboutir à ce résullat en projetant yx et y^ sur Or et Op, ce 
qui donne 

d’^x ^ d'^u . . 




d^x . , d~y 


et en remplaçant x cA y par rcosO et rsinO. 11 est avantageux de mettre y^ 
sous une autre Corme, que l’on obtient rapidement en remarquant que 


T/' 


1 / d'^y d'^x\ 


r dt \ dl ' dl J 


et comme on a vu (n° 22) que x 


du dx 

C"Y — U- = 


dt 


* dl 


,d0 

"dl 


(4) 



résultat qui coïncide avec celui des formules (3). 
L’égalité 

d'-y ^ d'h: d /^dy 


^ dV^ 


' dt^ dt\ dl 


dx\ 
^ dl) 


et celles qu’on en déduit par permutation des lettres x, y, z permettent 
d énoncer le théorème suivant : 

Le moment par rapport à un point ou à un axe de V accélération d’un 
point mobile est égal à la dérivée par rapport au temps du moment de sa 
vitesse par rapport à ce point ou à cet axe. 


26. Applications géométriques. — Celle des relations (2) qui existe 
entre yn et le rayon de courbure p de la trajectoire d’un point permet inverse- 
ment de déterminer ce rayon de courbure lorsqu’on connaît la vitesse et la 
composante normale de l’accélération de ce point. 
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Four donner un exemple, considérons dans un plan vertical rapporté a 
deux axes Oa; horizontal et Oy vertical vers le bas, le mouvement défini par 
les équations 



(j \yV Vq où i’o est une constante ; c’est, dans un cas par- 

- " \ 1 ticulier, le mouvement d’un point matériel pc- 

\ ' 

\ i sant. La trajectoire est une parabole d’équation 
^ \ 'wy paramètre est /) — ^ (/ty. 22). 

// I La vites.se et l’accélération du point sont don- 

nées par 

rig. “i“i. 

î’x — î’o, Vy~.g(, = yy = 9‘y 

il en résulte ((ue l’accélération est constante et parallèle à Oy. 

Soit A,l„ sa composante suivant la normale AN et soit 11 la projection 
du mobile A sur l’axe (_)y ; la sous-normale UN est égale au paramètre. Les 
triangles semblables donnent 

.\.L. __ AVo^llN yn^vo^p 

AJ AV an’ g V N’ 

en désignant AN par N. L’égalité nous donne par suite 

Y" 

^ ^ ^ . 

'~f/ p'~ p-' 

c’est la valeur du rayon de courbure en un point d’une parabole quelconque en 
fonction de la normale et du [laramètre. 

Comme autre exemple, con.sidérons un mouvement hélicoïdal uniforme 
défini par les équations 


les composantes de la vitesse et de l’accélération sur les axes O/-, Op du plan 
xy et sur l’axe O 2 sont 

t),. ~ 0, V,, — ro), V. == /co), 

Yr — — Yp ~ Y* = tL 


L’accélération est donc dirigée suivant la perpendiculaire abaissée du 
mobile sur l’axe Oz ; sa projection sur la tangente à la courbe est nulle ; il en 
résulte (juc l’accélération se réduit à sa composante normale et que sa direc- 
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tion est confondue avec celle de la normale principale à la courbe ; celle-ci est 
donc dirigée suivant la perpendiculaire abaissée du point sur l’axe du 
cylindre, La composante y», est en valeur absolue égale à ; en écrivant 

qu’elle est égale à —, on trouve 

P 

(r" -f- 

P r 4- 

rtù^ r 



CHAPITRE IV 


CINÉMATIQUE DES SOLIDES INVARIABLES 


27. Translation. RolaUoii. — Nous considcrous un solide invariable S 
(formé par un système de points matériels dont les distances mutuelles sont 
invariables) et lié à un tricdre Oxijz en mouvement par rapi)ort à un solide 
invariable S| lié à un tricdre que nous appelons trièdre fixe. Avant 

d'aborder l’étude du mouvement le plus général, nous envisagerons les cas 
simples de la translation, de la rotation et du mouvement hélicoïdal. 

1" On dit (ju’un solide est animé d’un mouvement de translation si la 
droite qui joint deux points quelconques de ce solide reste constamment 
parallèle à elle-mérne ; on démontre en géométrie élémentaire qu’il fa\it et suffit 

que cela ait lieu pour trois points par- 
ticuliers quelconques non en ligne 
droite. Les vitesses et les accéléra- 
tions de deux points quelconques sont 
manifestement des vecteurs équipol- 
lents : il suffit dès lors de connaître le 
mouvement d’un point tel que A 
(/ïq. 23) pour avoir le mouvement 
d’un autre point quelconque tel que H. 

Si à l’instant initial le trièdre 
mobile Oxyz est pris parallèle au 
trièdre fixe 0 iX,yi 2 ,, il lui reste pa- 
rallèle dans la suite du temps ; si l’on 
désigne par .ro, «/o, Zo les coordonnées dans le trièdre fixe de l’origine O, coor- 
données variables avec le temps, et si l’on désigne par x, y, z celles invariables 
d'un point tel que A dans le tricdre mobile, les formules de transformation 

~ a*,) -f- X, yi~yo~^~ Ih Zi — Zo-hz 



f'ig. 2;-;. 



CINÉMATIQUE DES SOLIDES INVARIABLES 39 

permettent d’affirmer que les dérivées de tous ordres de æ,, sont les 

mêmes que celles de Æq, Zq\ c’est une nouvelle démonstration de la pro- 

priété, déjà énoncée, des vitesses et des accélérations. 

2° On dit qu’un solide invariable est animé d'un mouvemenl de rotation 
si les points d’une droite de ce solide restent fixes ; il faut et il suffit que cela 
ait lieu pour deux points de cette droite, que l’on appelle axe de rotation. Tout 
autre point du solide décrit un cercle dont le centre est sur l'axe et le plan 
perpendiculaire à l’axe. Le mouvement du solide est complètement déter- 
miné par le déplacement angulaire 0 tlu rayon relatif 

à un point quelconque ; la vitesse angulaire w = ^ 

dl 

est la même pour tous les points. La vitesse d’un 

point A situé à la distance r de l’axe {fig. 24) est 

égale à wr et est tangente au cercle décrit par A ; les 

composantes de son accélération sont suivant la 



tangente et suivant le rayon dirigé de A vers le 
centre C du cercle. 

Exemple. — Considérons le mouvement de rota- 
tion diurne de la Terre autour de sa ligne des pôles ; prenons comme repère 
fixe un Iriedre dont l’origine est au centre de la Terre, un axe confondu avec la 
ligne des pôles et les deux autres dirigés vers des étoiles fixes; l’angle 0 varie 
de 2v: en un jour sidéral, qui est plus court (jue le jour moyen de 3"’‘'55%91 et 
vaut 

24x3(100 — HxIjO — 55,91 = 80400 —235,91 = 80114,91 secondes; 


la vitesse angulaire est w = 0,0000729 ; la vitesse d’un point de l’équateur, 
dont le rayon est 0 378253 mètres est égale à wr = 405 ; l’accélération de 

ce point est dirigée vers le centre et est égale à w‘^r = 0,0330 • 

On représente la vitesse angulaire de rotation o) par un vecteur glissant II 
égal à O), porté par l’axe de rotation dans un sens tel qu’un observateur placé 
sur H voie le mouvement s’ctfecluer dans le sens positif. L'utilité de cette 
représentation résulte de ce théorème fondamental : 

Le vecteur vitesse d'un point A est égal au moment par rapport à ce 
point du vecteur W. représentatif de la vitesse angulaire w. 

11 suffit pour le voir de remarquer que le vecteur vitesse V est égal à 
(O . AC, est perpendiculaire au plan ACB, et a le sens du moment de H. Ce Ihéo- 
rème permet d’évaluer les projections du vecteur vitesse surjes axes fixes ou 
sur les axes mobiles ; nous rappelons pour cela les formules du n" 2 donnant 
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les projections sur les axes Oxifz du moment par rapport à un point (.ro, yo* ^o) 
du vecteur (X, Y, Z) issu du point {x, y, z) : 

L'=-(V-.Vo)/-(=-^o)Y, 

M'-=(z-Zo)X-(.r-a:o)Z, 

N' -^{x — a;o)Y — (1/ — î/o)X . 

Nous supposerons que l’origine O du trièdre mobile est un point de l’axe 
de rotation ; nous désignerons par />, q, r les projections du vecteur R sur les 
axes Oxyz, par/)], r/,, r, ses projections sur les axes tixes Oiaqi/iZ], par j'o, yo, 
Zo les coordonnées de O par rapport à ces derniers axes ; par x, y, z et Xi, y^, 
Z, les coordonnées d’un point A dans l’un et rautre système. Pour appliquer 
les formules précédentes aux axes mobiles, nous devons remplacer X, Y, Z par 
/>, Y, r, X, y, z par zéro et a?o, y a, So par x, y, z, ce qui donne les formules 

[ v. = qz~ ry, 

( 1 ) ’Vyr^rx — pz, 

\ {), = py — qx. 

Pour appli(|uer les memes formules aux axes fixes, nous devons remplacer 
X, Y, Z par/),, r/i, r,, x, y, z par Xq, yt_u -0 et Xo, //o, So P^tr x,, y,, z, ; ce qui 
donne les formules 

( t’*, = 7, (z, — Zo) — r, (,Y, — yo), 

(2) j Vv, == r, (.r , - Xo) — pi (= t — Sy) , 

( î’.-, == Pi {y\ — .Vo) — qi Çri - Xo). 


Les cas particuliers sont : 

a) celui où les deux tidèdres ont la même origine prise sur l’axe ; il suffit 
de faire nuis Xo, //o, Zq, de sorte (pie les formules (2) [irennent le même aspeef 
(pie (1) ; 

h) celui où Taxe de rotation est parallèle ù Oz ; on a alors p = — (I, 

q — qi “ 0, r ~ r, = (.0 et les formules deviennent 

( 3 ) Vj. = — üuy, Vy~MX, U, = 0 ; 

(4) 0^, = ~ (.)()/, — _î/„), t'y, = (o(x, — Xo), D:, 0 ; 

(“) celui où les deux axes Oz, OiZ, sont confondus suivant Taxe de rota- 
tion ; Xo et t/o sont alors nuis, et les formules ( 4 ) prennent la même forme que 
( 3 ). On peut ajouter dans ce cas que les projections sur les axes fixes de 
raccélération du point A sont 






d 


t /(0 

■ dl 


2/1- 


d (Uü 


dy, 

- ü) ^ = — 

dl 

dx, dü) 
dt dt ‘ 


(U*i 

'Tl 


.Vi- 
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on aurait pu du reste les obtenir en projetant sur les axes les compo- 
santes ^ l'accélération suivant les axes Or, 0/>. 

28. Mouvement liélieoïdal. — H" On dit qu'un solide invariable est animé 
d’un mouvement hélicoïdal si une droite du système reste toujours confon- 
due avec elle-même, en glissant sur sa propre direction, et si le déplace- 
ment angulaire du solide autour de cette droite est proportionnel au glis- 
sement d'un point de cette même droite, appelée axe de rolation et de glis- 
sement. 

Les projections sur cet axe des mouvements <ie tous les points sont iden- 
tiques et ont la même vitesse v,j ; les projections de ces moiivcments sur uii 
plan perpendiculaire à l'axe sont des rotations ayant la même vitesse angu- 
laire w ; les trajectoires des points sont des hélices de même pas tracées sur 
des cylindres ayant pour axe l’axe de rotation et glissement. 

La vitesse d'un point A, tangente à l'hélice (lu’il décri I (fig. 21)), est la 
somme géométri(jue de ses deux composantes, respectivement égales aux 

vitesses v,j et wr des projections de son 
mouvement sur l’axe et sur un plan per- 
pendiculaire à l'axe. On représente les 
vitesses v,j et o) par des vecteurs G et H 
portés par l’axe ; la vitesse V de A est 
alors la somme géométrique d’un vecteur 
\g' équipollcnt à G et d'un autre vecteur 
Fig. OM. k(f égal au moment de II par rapport à 

A. Or cette construction est identique à 
celle (jui donne le moment résultant par rapport a un poinl d’un système de 
vecteurs dont H est la résultante générale et G le moment résultant par rap- 
port à un point de l'axe. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Le oeclcur vitesse d’un point A dans un mouvement hélicoïdal est égal 
au moment résultant par rapport à ce point .\ du système de vec'teurs dont 
la résultante générale et le moment résultant sont égaux à o) et v^, portes 
par Caxe de rotation et glissement. Cet axe est l’axe central du système de 
vecteurs. 

Les formules développées dans le n" précédent donnent les projections sur 
les axes de la composante v,.\ il suffît de leur ajouter les projections de v^. 

29. Mouvement général d’un solide invarlal)le. — Nous allons montrer 
que l’étude de ce mouvement pendant un intervalle de temps infiniment petit 
à partir d’un instant quelconque se ramène à l’un des trois cas précédents, 
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dont le troisième comprend les deux autres comme cas particuliers ; la 
démonstration peut se faire soit par des raisonnements géométriques sur des 
déplacements finis, soit par le calcul ; nous adopterons cette dernière méthode 
et nous démontrerons le théorème suivant : 

Les vitesses de tous les points d'un solide invariable sont à chaque 
instant les mêmes que dans un mouvement de translation, ou un mouvement 
de rotation ou un mouvement hélicoïdal. 

Un premier cas simple est celui où trois points A, B, G du solide, non 
en ligne droite, sont tels que les droites AB, AC restent constamment paral- 
lèles à elles-mêmes pendant le mouvement; celui-ci est alors une transla- 
tion. 

Un deuxième cas est celui où un point O du solide reste fixe; nous allons 
montrer que les vitesses des autres points à un instant sont les memes que 
dans une rotation autour d’un axe passant par le point fixe. Nous prendrqns ce 
point comme origine, nous rapporterons le système invariable à trois axes 
i)xyz qui lui sont liés, et qui sont mobiles dans un système fixe rapporté à trois 
axes ; nous désignerons les cosinus directeurs des axes niôbiles par 

les lettres du tableau 



Xi 

.V| 

Zi 

X 

*1 

[t, 

Yt 

y 


P. 

Y'i 

z 


pa 

Y:1 


ce sont des l'oiietions données du tcm|is. Entre les coordonnées .r, ly, 3 , 
.r,, ;i/i, 3 , d’un point A du solide existent les relations 


.Cl — T.^x -f- - 1 - a;)3, 

.Vl = lh« -i- 1% ■ h[t;)3, 

3, —y, a: + 


X = Qc,.ri [tii/i -f- Yi3,, 

y = a,æi - 4- payt -H Y^^i» 

3 ^ a;(.Ci -4- -|- 'f:]Zi ; 


les projections de la vitesse du point A sur les axes fixes sont les dérivées de 
y/i, .c,, 3 , en rernaniuant que x, y, z sont des constantes ; elles sont 


( 7 ) 


dxi 

di 

dZi 

dt ' 


(/ai 

dx% 


dxi 



4 - 

Tl""' 


dh 


dh 

A*-'- 

dt» 

- 4 - 

dt^' 

dt 

d'fi 

dt» 


dt ^ 


Nous les exprimerons en fonction de Xi, yi, z, en remplaçant dans les 
seconds membres x, y, z par leurs valeurs, ce qui donne des expressions de la 



forme 
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dXi 


dt 
dt “ 
dl ■ 


= “+~ O'i'iyi " 4 “ 


!■ <721^1 *+■ flaa.Vi ■+* ^2 :i2i . 


- “+- 0 , 32^1 " 4 ~ 


OÙ les coefficients ont les valeurs 


au — «1 


chi 

dt ' 


^ ^ dci 3 


«12 = 


O- ft ^“2 


cfSi fifPa 


fl — ft _i. ft 


dx[\ 

'dt’ 

dt 
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nous allons voir que ces coefficients satisfont aux conditions 
(S) au — 0 , atj Oji == 0 , (/., y = 1 , 2 , 3 ) ; 

il suffit pour cela d’utiliser les relations telles que 

a‘f -H fi'f -f- yf — ^ '^2p2 H- = ù 

et d’en prendre la dérivée i)our voir que a,i =: 0, «,2 -f- «21 = 0 et de même des 
autres. Si l’on pose alors 

Pi — «32 = — «23i (fl ~ «13 — «31 1 f' 1 “ «21 = «12i 

on voit que les projections de la vitesse sont 

= qiZi — rijp, Oy, ~ r^Xi — o-, = Pi^Jx — q^JCx , 

et qu’elles ont précisément la forme (2) caractéristique de la vitesse dans un 
mouvement de rotation ; le théorème est ainsi démontré, et le vecteur vitesse 
angulaire H est déterminé par cela même, ses projections sur les axes fixes 
étant Pu qu r*. 

On peut calculer les projections />, 7, r de ce même vecteur sui‘ les axes 
mobiles en projetant sur ces axes soit le vecteur (jpu r/i, r,) soit le vecteur 
vitesse, d’après les formules 

= XfVjr:^ - 4 - filVy, 4- Yl«r,, 


un calcul analogue au jirécédent donnerait pourîv, Vy, v, des expressions de la 
forme (1). 

Plaçons-nous maintenant dans le cas général ; le mouvement du solide est 
déterminé dès que l’on donne en fonction du temps les coordonnées Xq, z^^ 
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de l’origine du trièdre Oa;ys, et les cosinus dirceleurs des arêtes de ce trièdre, 
cosinus que nous désignerotis par les mêmes lettres que dans le cas précé- 
dent; les coordonnées .rj, z, d’un point A (x, y, z) sont données par les 
formules de transformation 

.r, == Xq -I- ai.r -f- oc^î/ H- a;, 2, 

}f\ ~ y a pi-'T H- {i‘iy p:îS, 

-1 = 3o -f- YiJ- y^y -+" y.tZ, 

dont les inverses sont 


a, (.r, 




}h)- 
" .Vo) - 
-o) -i - Y3(“t - 


■ Ya(-t 


■ =0), 

■ Zo). 

-=o). 


Les projections de la vitesse de A sur les axes fixes sont 


dxi 

cil 

dl 

dZj, 

dl ' 


dxQ 

ch, 


dx-i 

dt ^ 

dl'' 


Ht 


dpi 
' X 

■ 4 - 


dt 

dt 


ilr 

dl 

-r- 

dt 

4 - 

dy2 
dt ' 


■y 

.V 


dt 

d[h „ 

dt ’ 




dt 


en remplaçant x, y, z j>ar leurs valeurs, ou les mettra sous la forme 
- Ou 0^1 — a^o) -t- «i-iC.Vi ?/o) -I- «laC-i - 3 o), 


f/.r, 
dl ■ 


dxo _ 

■ d'r 


les coenicients <7,^ ayant les valeurs données précédemment et satisfaisant aux 
laênies ndatious (8). Nous introduirons les nombres /q, f/i, égaux à O;)., 
Uin, «21 et nous aurons linalemcnl 




(/Sj 


t^-0 

dt 


-h />,(Vi — i/ü) — — .ro) ; 


ces formules montrent que le vecteur vitesse V de A {py . 2(>) est la résultante 
de deux autres, l’un V,') équipolleiit à la vitesse ¥<, de O, l’autre ^ identique, 
d’après les formules (2), à la vitesse de A dans une rotation autour d’un axe 
passant par A, le vecteur K représentatif de la vitesse angulaire étant porté 
par cet axe, sa grandeur t») ayant pour projection pi, Il serait facile de 
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calculer les projections Vj,., 


v; O 

7 




OJ. 


/// 


Fig. ^(i. 


r, de la vitesse de A sur les axes mobiles et 
de leur donner une forme 
11 V^' analogue aux précédentes. 

/ Ce que nous avons dil 

dans la théorie des vec- 
OY' jC' leurs nous permet d enoji- 

ccr ces résultats sous la 
forme du théorème sui- ' 
vant : 

En considérant la vi- 
tesse V„ du point O comme 
un vecteur moment 0(1 
par ra/iporl à ce point O^ 

et la vitesse angulaire de rotation issue de O comme un vecteur résultante 
générale OK appliqiu^en ce point, la vitesse d'un point (luelcotKfue A est 
représentée par le vecteur moment par rapport n ce point A du système 
caractérisé par OU et 0(î. 

On peut ajouter que si Ton rapportait le solide mobile à d’autres axes 
passant par un point 0', on obtiendrait les vecteurs O'U', O'TT' relatifs à 
ce point en appli(|uant à OU et (Xile théorème du transport ; on voit eu par- 
ticulier que la vitesse angulaire de rotation est en grandeur et en directiot» 
indépendante des axes liés au solide mobile. 

Ce que nous avons dit aux iV'" 7 et 9 sur la classification des systèmes de 
vecteurs s’applique au cas actuel en remplaçant X, Z par/),, r/,, et \J , 


M', N' par coy = 'P? — 


dl 

longueur de U égale à to = 
égale à 


dl 

s/ PE 


dt ’ 


les invariants du système sont la 


-q\-\ r\ et la projection de OC stir OU 


’ dt 


^ dt 


dZ() 
' dt 


\/p\-\ q\-Ef\ 

tous les cas possibles rentrent dans les suivants : 

t” les six quantités /),, qr,, r,, e.,,., sont milles à un instant ; la 

vitesse de tout point A est nulle à cet instant; 

2" j3i, çTi, n sont nuis, et t’o ne l’est pas ; la vitesse de tout point A est égale 
à Vo ; le solide est animé d’un mouvement de translation à l’instant considéré; 

H® la vitesse V'o est nulle ou perpendiculaire à OC, ce qui est caractérisé 
par la condition 

/^iVüx -h qiVüy C- r^v^,, = 0 ; 

le système est équivalent à un vecteur unique représentatif d’une rotation • la 
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vitesse de tout point A est à l’instant considéré la même que dans une rota- 
tion. L’axe de cette rotation est Taxe central du système, et l’on obtient ses 

équations en écrivant que ^ = — — 0 ; 

dt dl dl 

4° dans les autres cas, le système est équivalent à une résultante O'R' et 
un moment résultant (/G' portés, par une même droite, l’axe central du 
système, dont les équations sont obtenues en écrivant que l’on a 

dxi dyi d^ 

dt • 

Pi “ ~ r, ’ 

à l’instant considéré, la vitesse de tout point A est la meme que dans un mou- 
vement hélicoïdal dont l'axe de rotation et de glissement est précisément l’axe 
central précédent, les vitesses correspondantes étant représentées par O' H' 
et (T(V. 

Le théorème que nous avons énoncé est ainsi démontré dans toute sa 
généralité ; il faut toutefois rcmanpier qu’il ne concerne (pje l’état des vitesses 
de tous les points A du solide à un instant donné, ou, ce qui revient au 
même, la nature du mouvement pendant un intervalle de temps infiniment 
petit à partir de cet instant considéré. On dit ()ue le mouvement hélicoïdal ou 
l’une de ses dégénérescences déterminé par ce qui précède est le mouvement 
tangent au mouvement réel à cet instant. Ce mouvement, son axe et ses 
vitesses caractéristiques changent généralement d’instant en instant. 

30. Mouvement d’uii plan sur un plan. — Un cas particulier du mouve- 
ment général est celui où les points du solide mobile restent à des distances 

invariables d’un plan fixe ; on peut supposer 
que ce plan est le plan OjXiî/i, et tout revient 
à étudier le déplacement d’un solide aplati 
contenu dans un plan Oxy qui glisse sur le 
plan fixe. Ce que nous avons dit au n^^ pré- 
cédent s’applique ici, et l’on peut voir qu’à 
chaque instant le mouvement tangent est 
une translation ou une rotation autour d’un 
axe perpendiculaire au plan, mais il est plus 
simple de faire une étude directe du mouve- 
ment. 

Soit (/il/. 27) Oxy un système d’axes 
mobiles sur un plan fixe OiXit/i ; désignons 
par Xo, ^0 les coordonnées de l’origine O, par ô l’angle de Ox avec OtXi ; un 
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point A de coordonnées constantes x, y a dans le système fixe des coordon- 
nées données par les formules 

j æ, — 37,, -h Æ cos 0 — î/sinO, 

( y t ~ yo -4- a: sin 6 -h y cos G, 

dont les formules inverses sont 


( 10 ) 


j X = (a-’i — a^o) cos 0 -f- — ;yo) s in 0, 

! .V ~ ~ (^1 — - -^o) sin G -I- (?/t -- 2/o) cos G. 

En dérivant les premières, on obtient les projections de la vitesse de A 
sur les axes fixes 


En posant 


obtient 



dx. 



dt 

— 

dl 


^;yi 

<Vo 


dt 

dl 

do 


d-t-Q 

dt' 

= (1), 

dt 

les 

parentlièses 


4- (x cos 0 — y sin 0)~- 


dXi) do 

'' llô ’ df’ 


dj/o _ dy^^ do 
dl do dl* 


(11) 


(ï'-l'i?-'»-»-)} 




dt L 

Ün voit que la vitesse est nulle pour le point de coordonnées 

( 12 ) 


s _ r ^y» 
<fo’ 


■^1 = .Vo - 


dxo 

■ do ’ 


et que Ton a pour tout autre point 
dxi 


(13) 


dt 


= — w(.yi — '^t), = t«(æ, — ç,) : 


ces formules sont identiques aux formules (4) du n« 27, et montrent que la 
vitesse du point A est celle qu’il aurait dans une rotation avec la vitesse angu- 
laire O) autour du point (çi, ï|,). Ce point est appelé centre instantané de rota- 
tion ; nous le désignerons par I ; ses coordonnées dans le système Oxy se 
déduisent des formules (8) et sont 
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31. Applications môcanlques et flcométriques. — A un instant donné, 
les vitesses de tous les points d’un solide aplati mobile dans son plan sont 
tangentes auv tra jectoires de ces points, et, d’après ce qui précède, sont nor- 
males aux rayons issus du centre instantané de rotation. Nous en concluons 
inversement qu’à chaque instant les normales aux trajectoires des dill'érents 
points sont concourantes au centre instantané. 

La connaissance des tangentes aux trajectoires de deux points permet de 
déterminer le centre instantané, qui est l’intersection des normales en ces 
deux points, et d’en déduire les tangentes aux trajectoires des autres points. 
Cette remarque donne lieu à de nombreuses applicalions. 

1" Fai mécanique, dès que l’on connaît la vitesse d’un premier point A, 
et la direction de la vitesse d’un deuxième point B, on sait d'abord détei ininer 
le centre instantané I (/;V/. 27), intersection des perpendiculaires en A et B 
aux directions des vitesses ; on en déduit la direction de la vitesse d’un point 
quelconque C en menant en ce point la perpendiculaire à IC. Quant aux 
vilesses elles-mêmes, elles sont proportionnelles aux rayons issus du centre I, 
et l’on a 


(15) 


_ Cl, V,- 

ÏÂ "" i B "" i c’ 


Exemple. — Supposons (pi’une bielle AB {fig. 28) soit entraînée par une 
manivelle OB de rayon r tournant autour du point Odans le sens des aiguilles 

d’une montre, tandis que A se déplace sur 
une droite 1) passani par 0. Si à un instant 
donné w est la vitesse angulaire de la 
manivelle, la vitesse du point B est égale 
à fl)/- et est tangente au cei'cle décrit par 
ce point ; on connaît de plus la direction 
D de la vitesse de A, par suite on peut 
tracer les normales aux trajectoires de A 
et B, dont la seconde est OB, et leur 
point de rencontre est le centre instan- 
tané I. 

La vitesse d’un point quelconque C de la bielle est normale à IG ; (juant 
aux grandeurs des vitesses, elles sont données par les égalités (15). 

Si l'on désigne par SJ le point où la normale menée par 0 à 1) rencontre 
la bielle ou son prolongement ; de même par C/ le point où la bielle est ren- 
contrée par la [)arallèle OC' à IC, i)oint qui est encore donné par la relation 

C'A' ~ CA' 


I 
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les triangles semblables montrent que l’on a 

JA ^ IB ^ IG 
OA' OB OC'’ 

et on en déduit 

• OA', Vq = (O . 0(j', 

Il serait facile de voir, à l’aide de triangles semblables, que les projec- 
tions sur la droite AB des vitesses de tous les points de celte droite sont 
égales. 

2" En géométrie, la durée des déplacements et la valeur numérique des 
vitesses n’ont pas d’imporlanee, et l’on se propose uniquement de déterminer 
les tangentes aux trajectoires de certains points du système mobile, l.a 

connaissance des tangentes aux courbes dé- 
crites par deux points permet, à l’aide des 
normales, de trouver le centre instantané 1, 
et d’en déduire les normales aux courbes 
décrites par les autres points. 

Exemple, — Si les extrémités d’une 
droite de longueur constante AB glissent sur 
deux axes rectangulaires OicX',, (fifj . 29), 
ces axes sont les trajectoires de ces points, 
et les normales se coupent au dernier som- 
met I du rectangle construit sur O, A et OJL 
On sait (ju’un point G <le AB décrit une 
ellipse ; la normale à cette ellipse au point G est la droite IC, et l’on en déduit 
la tangente (71'. 

32. Hase et roulante. — Le centre instantané de rotation varie généra- 
lement d’un instant à l’autre. Le lieu de ses positions successives dans le plan 
fixe est une ligne appelée base, et le lieu de ses positions dans le plan mobile 
est une autre ligne appelée roulante, (ics deux lignes 
sont représentées par les équations (11) et (12) qui 
donnent en même temps la variation, en ronction du 
temps, des positions du centre instantané. 

Soit, à un instant t {/ig. >10), l le centre instantané 
considéré comme appartenant au plan mobile, L le 
point coïncidant avec le premier, considéré comme 
appartenant au plan tixe et soient aux instants suc- 
cessifs L t', t\ ... I, 1', 1", ••• les positions successives du centre instantané 
reportées sur la position initiale du plan mobile ().ry, et formant la courbe 
VocT et Mkntué. — Méca. 4 


G 
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voulante C. Soient J,, lî, IJ, ... les positions correspondantes du centre dans le 
système Oiæ,;<yi et formant la courbe base Ci. Nous allons démontrer le 
Ihcorème suivant : 

A un instant quelconque^ la base et la roulante sont tangentes, le point 
de contact étant le centre instantané relatif à cet instant; de plus les arcs 
décrits par le centre instantané sur ta base et la roulante dans des temps 
égaux sont égaux. 

Une démonstration simple est fondée sur la considération d’un point mobile 
auxiliaire A qui se trouve à chaque instant au centre instantané ; son mouve- 
ment peut être considéré comme résultant d’un mouvement relatif sur la 
roulante C, l’amenant en I, l', l", ... aux instants t, t' , l\ ... et d’un mouve- 
ment d’entraînement, celui du plan Oxy sur le plan Oia:,i/i ; le mouvement 
absolu résultant l’amène alors en U, I,', IJ, ... sur la base aux instants successifs 
envisagés. Soient alors s et .v, les arcs correspondants décrits sur les deux courbes. 

ds 

La vitesse relative à l’instant t est tangente à C en I, et égale à ~ ; la 

ds 

vitesse absolue est tangente à Ci en U, et égale h Cetle vitesse est la somme 

géométrique de la vitesse relative et de la vitesse d’entraînement, mais celle-ci 
est nulle (parce que le point coïncident est confondu avec le centre instantané 
de rotation), par suite les deux vitesses relative et absolue sont identiques et 
l’on voit : 1'* (jue les tangentes aux deux courbes sont confondues; 2® que 

— = d’où, par intégration, 5 — .Si puisque s et .vi sont nuis en même 
dt dt 

temps. Le tliéorimie est donc démontré. 

11 résulte de là que les deux courbes C et Ci roulent l’une sur l’autre sans 
glissement dans la suile du temps, et que le mouvement d’un plan sur un 
plan peut être obtenu par roulement de la roulante sur la base. La réciproque 
est la suivante ; 

Si une courbe liée à un plan mobile roule sans glisser sur une courbe 
d'un plan fixe, le centre instantané de rotation est à chaque instant le point 
de contact des deux courbes. Il suffit pour le 
voir de reprendre en sens inverse le raisonne- 
^ ment précédent. 

j Exemples. — Dans le déplacement d’une 

/ J ^ droite AB dont les extrémités glissent sur deux 

YJ axes fixes üiæi, (fig. 29), le centre instan- 

tané 1 est le dernier sommet du rectangle 
l'i^- 51. construit sur OiA et OiB ; dans le plan fixe, ce 

point reste à une distance constante OiI = AB 
du point Ot, et la base est le cercle de centre Oi et de rayon AB ; dans le plan 
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mobile, le point I est à une distance constante 01 ~ OA du milieu de AB, et 
la roulante est le cercle de diamètre AB ; le mouvement de AB peut être obtenu 
par le roulement du petit cercle à l’intérieur du grand de rayon double. 

Comme autre exemple, si un cercle de centre 0 et de rayon r roule sans 
glisser sur une droite fixe Oi^Ci 31), le centre instantané I est le point de 
contact du cercle et de la droite ; la vitesse Vq du centre, représentée par le 
vecteur est liée à la vitesse de rotation o» par la relation t^o = <» . 10 ~ <or ; 
tout autre point A du cercle décrit une cycloïde, dont la normale est AI ; la 
vitesse de ce point, représentée par le vecteur AVa perpendiculaire à IA, a pour 
valeur 

l’o.lA 

V ~6).IA=“^— • 
r 

Bemarque. — Souvent on systèmes immriahles ce que nous désignons 

pHr solides invariables -AÜn d’éviter la confusion avec les systèmes de vecteurs. 
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COMPOSITION DES MOUVEMENTS 


33. Composition (les vitesses d'un point. — fSous avons déjà considéré 
an n‘‘ 18 le niouveinent résultant d’un inouvenient relatif et d’un mouvement 
d’entrainement ; nous allons reprendre cette (piestion par le calcul, ^’ous sup- 
posons ({u’un point A ait dans un système S rapporté à des Jixes Oxyz un mou- 
vement relatif défini par la variation des coordonnées a*, y, z en fonctioji du 
temps, et (pie le système S ait dans un système Sj rapiuirté à un trièdre 
0,.r,?/|3| un mouvement d'entrainemenl déHni par la variation en fonction du 
temps des coordonnées .To, i/o, de O et des cosinus directeurs des axes 
mobiles, comiiu' il est indi(pié au n" 29. f.e mouvement résultant, apiielé encore 
mouvement absolu, est défini par les formules de irunsformation 


( 1 ) 


a’i — .l'o -h «lÆ -t- a-iï/ -h «3-, 

?/! ~ .Vo ■+■ hy (^3 3, 

3| = Zo y\X h y>y -f- yaS, 


où toutes les quantités enirant aux seconds membres varient d’une manière 
connue avec le temps. 

Les projections fixes de la vitesse du mouve- 

ment résultant sont données par la dérivation des c(]uations (1) : 



d.Vi 



d(x<î dx-, \ ( 

i 

dt “ 

[dl 

dt ■' 


(3) < 

! __ 

di 

('ï;+ 

dt 


i 

dz, 

, 7/t 

(f- 

dl'" ' 



dt 


dz 




dy 
' dt ' 


Les premières iiareutbèses des seconds membres sont les projections de la 
vit('sse du |)oint auxiliaire A, dont les coordonnées .r, y, z resteraient constantes 
c’est-à-dire du point lié à S et coïncidant avec le point A à l'instant considéré 
[en (‘ll'et les projections de la vitesse do A, s’obtiennent par dérivation des 
é(piations (1) en traitant x, y, z comme des constantes] ; les secondes 
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parenilicses sont les projections sur les axes fixes du vecteur dont les projec- 
tions sur Oar, 0^, Oz sont —, ce sont donc les ()ro)eciions de la 

al dt dl 

vitesse relative sur les axes fixes. 

Les forinulcs (2) expriment le théorème déjà énoncé au n" IS : 

La vitesse absolue V„ d'un nwhilc est, à chaque instant, la somme géomà- 
Irique de la vitesse d’entrainement et de la vitesse relative de ce mobile 
à cet instant. 

On peut traduire ce théorème par rép,alité ^éométrhjue 

v‘i=v;4-v^.. 

On peut manireslement généraliser au cas d’un nombre quelconque de 
mouvements composants; si le point A est en mouvement dans S, S dans S,, 
S, dans Sj, etc., la vitesse du mouvement absolu est la somme géométrique 
des vitesses des mouveiiK'nts composants, chaque vilesse étant cc'lle du point 
coïncidant avec A dans un .système pendant son mouvement ()ar rapport au 
système suivant. 

3'<. Prohléine du inouveinenl retalif. - On a souvent a résoudre le pro- 
blème inverse du précédent: déterminer le mouvement relatif d’un [)oint 
connaissant son mouvement absolu et le mouvement d’entrainement. La solu- 
tion aiialyti(jue est donnée par l’inversion des formules (1). 

D'après le théoi'ème précédent, la vitesse ndative est la dillérence géo- 
métrique entre la vilesse absolue et la vilesse d’entrainement du point coïnci- 
dent, ou encore est la somme géométritjue de la vitesse absolue et de la vilesse 
égale et o|)poséc à celle d’entraînement. 

Exemple. Problème de la came. — Considérons dans un plan un point 
A mobile assujetti à se déplacer suivant une droite 1) et restant en contact 
avec le contour d’une plaque ou came C 
tournant dans le plan autour d’un point O 
situé sur I) (/iq. 32). 

On suppose (jue le mouvement de rota- 
tion a lieu dans le sens des aiguilles d’une 
montre avec une vitesse angulaire constante 
CO. On demande quel profil doit avoir la came 
pour que le mouvement du point A sur la droite 
1) ail lieu suivant une loi donnée r ~ f(t,). 

Fig. Le mouvement absolu sur D rcsull(‘ du 

mouvement d’entraînement eirculaire cl du 
mouvement relatif de glissement sur la came; ce dernier résulte dès lors du 
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mouvement absolu sur D et d’un mouvement opposé au mouvement de rota- 
tion précédent, c’est-à-dire d’un mouvement dans le sens direct avec la vitesse 
(O. Les équations du mouvement dans un système d’axes Oa:, Oy liés à la 
plaque sont donc r = f(i)^ 6 = mI ; on en déduit l’équation de la trajectoire en 

coordonnées polaires r — f 

La vitesse relative est la différence entre la vitesse absolue sup- 
posée connue, et la vitesse d’entrainement V^. égale à t«r perpendiculaire à OA ; 
c'est aussi la somme de et de Vé égal et opposé à On a ainsi la possi- 
bilité de déterminer la tangente à la came en chacun de ses points. 

35. Composition des accélérations. — Un cas simple que nous allons 
examiner d’abord est celui où le système S est animé par rapport au système 
S, d’vin mouvement de translation ; on peut supposer alors que les trièdres 
Oxyz et OiXiyiZi sont constamment parallèles; les formules de transformation 
prennent la forme simple 

æ, = Xo -h X, ï/i Zi = Zo~hz ; 

en les dérivant, on a 

^ -i- ^ 

dl dt df* (Il dl dC dl dl dt’ 

d'^Xi d“x d'^y d^Si d'^S p d^ 

"dê^ “ di^ dF dt^ “ di^ ■ d^ dF ~ dF dF 



Le point coïncident A,, a même vitesse et même accélération que le 
point O. Les formules trouvées expriment que la propriété des vitesses s’étend 
aux accélérations, c’est-à-dire que : 

Dans le cas où le mouvement d'enlraînement est une translation, l'ac~ 
ccléralion absolue d'un point est la somme géométrique de son accélération 
d'entraînement et de son accélération relative.. 

Considérons maintenant le cas général, et prenons la dérivée des formules 
générales (2) du n“ 33 ; nous aurons 



dagdsX 
dl dt)^ 


et deux formules analogues pour y, et z^. Les premières parenthèses des seconds 
membres son! les projeclions sur les axes üxes de l’accélération du point A,, 
dont les coordonnées x, y, z resteraient constantes, c’est-à-dire du point coïn- 
cident dans le mouvement d’entraînement [ces projections s’obtiennent en effet 
par deux dérivations successives des équations (2) en traitant x, y, z comme 
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des constantes]; les secondes parenthèses sont manifestement les projections sur 
les axes fixes de l'accélération relative ; les derniers termes peuvent être consi- 
dérés comme les projections d’un vecteur que l’on appelle accélération complé- 
mentaire, ou accélération de Coriolis. Nous avons donc le théorème : 

IJ accélération absolue d’un point est la somme péométrifiuc de son accé- 
lération d’entrainement, son accélération relative et son accélération 
complémentaire. 

Il reste à caractériser l'accélération complémentaire. Pour cela, remarquons 
(jue le mouvement d’entraînement résulte à l’instant considéré d’une translation 
instantanée é^ale à celle du point O, et d’une rotation instantanée autonr d’un 
axe passant par O; les formules (7) du n“ 29 donnent précisément les projections 
sur les axes fixes de la vitesse dans cette rotation instantanée d’un point de 
coordonnées {x, y, z). L’accélération complémentaire est donc le double de la 
vitesse que prendrait, dans cette rotation instantanée, le point do coor- 
données —} c’est-à-dire l’extrémité d'un vecteur OW^ issu de O et 


équipollcntà la vitesse relative ÂVr du point A (/iV/. 35). 

Or nous savons que la vitesse du point Wv est le moment par rapport à ce 
point du vecteur OH représentatif de la 
vitesse <0 de rotation ; elle est encore 
identique au moment par rapport à 
l’extrémité V,. de la vitesse relative de A 
d'un vecteur AH/ équipollent à la vitesse 
de rotation instantanée ; elle a pour va- 
leur <oa,.sin(H, V,.); il faut doubler cette 
valeur et appliquer le vecteur obtenu au 
point A. Nous pouvons donc énoncer ce 
résultat : 

Pour déterminer l’accélération 
complémentaire d'un point A, on mène 
par ce point comme origine un vecteur 
représentatif de la vitesse lo de rotation instantanée , et l’on prend le double 
du moment de ce vecteur par rapport à l’extrémité de la vitesse relative 
du point considéré. 

Nous désignerons par J,, Jr, de les vecteurs représentant les trois compo- 
santes de l’accélération J,,, par yr et y., leurs valeurs ; on a 



= X -1- X -f- X, yc = 2o>n,. sin (<», Vr), .1,. — 2M‘v,, ( a«») • 


L’accélération de Coriolis est ntille dans leé cas suivants : 

i'> (o~0, la rotation instantanée es^^uHe^ cela a lieu à tout instant si^ 
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rcntrainernent (‘sl niic translaiioii ; 2“ si %v~0, la vitesse relative est nulle ; 
cela a lieu à tout inslant si le point est en équilibre relatif; 3“ si la vitesse 
relative est |)arall('le à l’axe delà rotation instantanée. 

Dans les ai)plicalions, où l’on a surtout en vue l’étude des mouvements 
relatifs, on eliei-clie les f)rojeelions de raccélération sur les axes entraînés 
Oxi/z; celles de .),, et de .1,. sont ordiiiaireinenl connues, celles de .D sont 

Ùiiant aux piojections de ,1,., elles résultent de son évaluation 

al- (II- al'- 

^êoniétriquo, ou des fonnules (1) du n'’7 apiiliipiées au point Wr : en désignant 
par /), </, r les projections sur Oa*, Ô//, Os du vecteur OÎt, on aura pour 
projections do .1, sur les axes x, ;</, c ; 



I^Jxaniple. — Supposons <pie le mouvement d’enlraîncment soit une l'ota- 
tion autour d’un axe lixe (|ue l'on choisit comme axe Oz et comme axe OiCi ; 
soit à un inslant donnée.) la vitesse de rotation. Le mouvement (rentrajiicmenl 
est circulaire ; si r est le rayon du cercle décrit par le point coïncident, le 

vecteur Ad,, est la résultante d'un vecteur épjal à tangent à ce cercle et 

d'un vecteur égal à to-r dirigé siiivant le rayon vers le centre ; les projections 
de ces deux vecteurs sur les axes 0.r, i)ij, Oc sont respectivement 


(Jm 


</(•) 

— , 


0 , 

0 . 


Les projections de l'accélération complémentaire sont le double de celles 


de la vitesse du point 


/ clx (h/ Jc^ 
un' dt' dlj 


dans la rotation, et ont pour valeurs 




0. 


;{(>. Ooinposition de plusieurs nioiivemeiils. — Supposons qu’un système 
S soit en mouvement relatif par rapport à un système Si, et que celui-ci ail 
un mouvement d’entraînement par rap[»ort à un système S 2 ; S aura par rap- 
port à S. un mouvement résultant ou absolu ; la loi de ce mouvement se 
déduit immédiatement des lois du mouvement relatif d’un trièdre Oxyz lié à S 
par rapport k un trièdre Oe^it/i-i lié à S,, et du mouvement d'entraînement de 
ce dernier trièdre (>ar ra|)port à un autre O 2 .r 2 .V 2 -a lié à S^. 

C’est le problème de la recherche des vitesses des points de S que l’on se 
propose ordinairement de résoudre. Nous avons vu (n‘’ 29) que l’état des 
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vitesses relatives est caractérisé par deux vecteurs 11 et Vo liés à 0 (ou bien H 
et 11 liés à un point de l’axe de rotation et glissement), le premier delà nature 
des résultantes, le second de la nature des moments, et que le vecteur vitesse 
d’un point A est le moment résullatit par rapport à A de ce système de vec- 
teurs. De même les vitesses du mouvement d’entraînement sont caractérisées 
par deux vecteurs analogues K, et V, liés à O,, et la vitesse d’enfraînement du 
point coïncident A,, est le moment résultant par rajjporl à de ce système de 
vecteurs. Dès lors la vitesse absolue du point A est le momeni rèsnllant du sys- 
lèrne It, Vn, lîi, Vi ; on peu! remplacer ce système |)ar un antre qui en est la 
réduelion, et eu parlienlier par deux vecteurs H„, V„ ()ortés par Taxe central ; on 
obtient ainsi lesélémentsdu mouvement hélicoïdal tangetil au mouvementabsolu. 

Ceci se généralise au cas d’un nombre (|uelconq»]e de mouvements coinpo- 
sanls; il surfît d’eflectuer la réduction du système des vecteurs caractérisant 
les vitesses des mouvements composants. Nous pouvons ajouter (pi’un systïmic 
de vectojrs étant réductible h zéro, une ou deux résultantes, le mouvement d’un 
système est rédiiclible a clwupie inslant au r<‘pos, ou à une ou a deux rotations. 

Exemples. D’ Si tous les mouvements sont de translation, tous les vec- 
teurs ii sont nuis, le moment est le même en tous les points (b' l’espace, et le 
mouvement résultant est une translation. 

2'^ Si l'on considère d(*s rotations autour d axes coiicouranls oti un point 
O, les vecteurs moments dans la réduelion eu ce point sont mils ; le inouvc- 
menl résultant est une rolation autour d’uu axe passant par le même point; 
le vecteur représenlatif de la vitesse angulaire résullunte élanl la somme géo- 
métrique des vecteurs analogues composants. 

Si l’on considère des rotations autour d'axes parallèles, il sul'tit de se 
reporter à la réduction d’un système de vecteurs parallèles (n" Il ). Si la somme 
algébrique des vitesses angulaires u’est pas nulle, le mouvement résullani 
est, à l’instaul considéré, une rotation auloiir d’un axe parallèle aux premiers, 

portant la résultante des vitesses angu- 
laires composantes, et avec une vitesse 
égale à celte résnlianle. Si la somme 
algébrique des vitesses angulaires est 
nulle, le mouvement résultant est, à 
l’instant considéré, une translation dont 
la vitesse est le moment rèsnllant des 
vitesses angulaires composantes. 

On voit en particulier <pj’\in cou|)le 
de rotations pajallèles de vitesses égales et de sens contraires est équivalent à 
une translation. 

Supposons par exemple {fig. 34) qu’un disque plan posé sur une |)la(jue 




58 OINI^.MATIQÜE 

tourne autour de son centre O lié à cette plaque, tandis que celle-ci tourne 
autour d’un axe qui lui est normal et la traverse en un point Oi. Soient (o la 
vitesse angulaire du disque dans son rnouvenient relatif par rapport à la 
plaque, et <.>, la vitesse angulaire de celle-ci. Si (o-i-ioi n’est pas nul, le 
mouvement instantané absolu du disque est une rotation autour d’un axe nor- 
mal à la plaque, passant par le centre des deux vecteurs parallèles repré- 
sentatifs de (•) et <0,. Si les rotations sont égales et opposées, le mouvement 
instantané du disque est une translation ; on peut voir en effet qu’un rayon 
OA du disque reste alors parallèle à lui-méme. 
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37 . Trlèdre de «Jalllée. Postulats. — La dynamique est basée sur des 
principes ou postulats qui sont des rés\illats d’expériences et d'observations 
astronomi(iues, et qui se sont trouvés véritiés soit eux-mèmes, soit dans leurs 
conséquences avec une approximation très suffisante ; il faut toutefois que les 
mouvements observés ou étudiés soient rapportés à certains trièdres dits de 
Galilée. L'un de ces trièdres a son orij^ine au centre de gravité du système 
solaire, point qui est pratiquernetit confondu avec le centre du Soleil, et ses 
axes dirigés vers trois étoiles fixes. Ce n’est qu’en astronomie et pour l’étude 
de certains problèmes terrestres spéciaux comme celui du pendule de Foucault 
qu’il faut se rapporter à un trièdre ainsi lié au Soleil. Pour les phénomènes 
usuels observés à la surface de la 'l’erre, les principes sont vérifiés avec une 
approximation presque toujours suffisante dans la pratique lorsqu’ils sont 
rapportés à un trièdre lié à la Terre. 

Dans tous les cas, la dynamique est fondée sur les principes suivants 
concernant les accélérations des mouvements rapportés à un trièdre de Galilée : 

1” Principe de l’inertie. — Un point matériel su[)p()sé seul dans l’univers 
(ou, ce qui revient au même, supposé infiniment éloigné des autres {)oints maté- 
riels) n’a pas d’accélération. S'il est au repos, il 
reste au repos ; s’il est en mouvement, son mou- 
vement est rectiligne et uniforme. 

2" Principe de la conservation du rapport 
des accélérations. — partie. Si l’on suppose 
d’abord deux points matériels A et B en présence 
et supposés seuls, les accélérations de leurs mou- 
vements sont deux vecteurs Ju dirigés suivant 
l’ig. d.'J. droite AB dans des sens opposés (//q, 35) soit en 

rapprochant les points A et B, soit en les éloignant 
l’iin de l’autre, et le rapport de ces accélérations est constant quelle (|uc soit la 
cause physique des mouvements (attraction, phénomènes électriques, etc). 
Donnons-nous arbitrairement un nombre constant m„ ; nous en déduirons. 
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d'après cc (jui précode, un nombre constant m^, tel que l'on ait toujours 


/J \ Va 1' 

(1) 1^ = —!', don = 

Yi« ni A 

Si donc on mot en présence de A successivement et séparément des points 
11, C,..., il existera dos nombres m„, mj., ... tels que l’on ait succes- 
sivoineut ni ^ = m 

2'^ partie. Si l’on met en présence deux des |)oinls précédents autres qiie 
A, par exemple H cl (., les accélérations sont précisément liées par la relation 
m„Y,)== i ni^, et m,; étant les nombres précédents résultant de la mise en 
présence de A. 

Il existe donc un tableau des nombres m,,, m, , ... caractéristi(|ues 
des poinis matériels et tels que si l’on met en [»rés<'nce deux (juelcompjes 
d'enlro eux, les accélérations de leurs rnouvcmetits sont dirigées suivant la 
droile qui les joint, dans des sens opposés, et sont dans un rappoit égal à 
l'inverse du rapport des nombres caractérisant ces points. 

Uemar(iuons que si l’on multiplie le nombre arbitraire par un l’aclenr, 
tous les autres nombres m„, m, , ... sont multipliés manifestement par le 
mémo facteur. 

3*^ Principe de la composition des accélérations. — Si plusieiii s points 
11, C, ... sont mis simultanément en présence d’nn point A, raccéléralion dn 
mouvement de ce point A est la somme gé()métri(|ue des accélérations qu'il 
prendrait s’il était mis successivement et séparément en présence des points 
donnés H, C, ... 

(les |)rincipes conduisent à rintroduclion des notions suivantes : 

1" Les coefrudents /n,, /n„, »?. , ... caractéristiques des points matériels 
sonl appelés leurs masses ; la valeur d’une de ces masses peut être clioisie 
aébilraircmeni ce (pii revient d’ailleurs à choisii ruuilé de masse. 

2" Ou appelle force un vecteur lié à un point matériel, et égal au produit 
de la masse m par l’accélération du point; la force est ainsi définie par l’égalité 
géométrique 

(2) F mJ ; 

la valéur mimériquo de la force est f~ wiy, et l’on dit (jue le point est soumis 
à la force F. 

Avec la notion de force ainsi introduite, les trois principes précédents de- 
là mécani(|ue peuvent être énoncés de la façon suivfinlc : 

\o Principe de l'inertie. Si un point matériel est sufiposé seul dans 
l’imivcrs, il n’est soumis à aucune force. 
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2° Principe de l’égalité de Vaclion et delà réaction. — Si doux points 
sont mk en présence, ils sont soumis à deux forces dirigées suivant la droite 
qui les joint, égales et de sens opposés. 

3“ Principe de la composition des forces. — Si un point est soumis 
simultanément à plusieurs forces, ces forces peuvent être remplacées par leur 
somme géométrique ; on dit que cette somme est la résultante des forces données. 

Remahqlie. — Si un trièdre est animé par rapport à un autre d’un mouve- 
ment d’entraînement de translation rectiligne et uniforme, raecéléraliou 
absolue d’un point est égale <à son accélération relative, parce que l’accéléra- 
tion d’entraînement et raccélération complémentaire (n" 3o) soni nulles. Il 
résulte de là que, si les principes de la dynamique sont valables f)our un 
trièdre, ils sont cncoie valables pour tout autre trièdre ayant par rapj)ort au 
premier un mouvement de translation rectiligne et uniforme ; il existe donc 
une intinité de trii'drcs de lialilée se déduisant de ruu d'eux ainsi qu'on vient 
de le dire. 

Notion iiénérale de focee. — Dans ce <|ui précède, la force apparaît 
comme résultant de l’observation d’un mouvement; mais on a été amené à 
élargir la notion de force. D’abord on envisage certaines actions à distance, 
telles (pie l’atlraction universelle, comme mieux connues (pie les mouvements 
des points matériels soumis à ces actions ; on utilise alors l’équation (2) pour 
déterminer le mouvement de c.es points, on renverseen (piebpie sorte celle équa- 
tion en traitant F comme donnée et .) comme inconnue. On dit que la forcir est 
la cause du mouvement et (pie le mouvement est l’eiret de la force ; le troi- 
sième principe s’appelle alors principe de rindépendance des etfets des forces. 

C'est à ce nouveau point de vue que l'on se place dans la plupart des 
juoblèmes de d}namique. On dit en particulier que l’on définit un champ de 
forces si l’on fait correspondre à chaque point d’une portion Unie ou infinie 
de l’espace un vecteur F issu de ce point ; les projections X, Y, Z de ce vecteur 
F sont donc des fonctions données des coordonnées .r, y, z du point. Si alors 
un point matériel de masse m est placé en un poini géométrique du champ, 
l’accélération du mouvement (pi’il prend est donnée par l’cquafion (2). 

Mais on rencontre dans la nature d’autres actions auxipielles on est amené 
à donner le nom de forces ; par exemple les actions de contacl telles (juc la 
pression d’un fluide sur une portion de la paroi du vase qui le contient, les 
tensions moléculaires dans une section d’un corps solide ; bien que ne se 
manifestant pas par des mouvements, ces actions statiques sont susceptibles 
d’etre représentées par des vecteurs, et l’on introduit un quatrième principe 
ou postulat de la mécanique, en attribuant à ces vecteurs les propriétés des 
forces énoncées dans les principes de la dynamique ; c’est ainsi que se trouve 
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justifiée dans tous les cas la règle de la composition des forces concourantes 
et leur remplacement par une résultante qui est leur somme géométrique. 

La force la plus connue est celle de la pesanteur ; dans un espace assez res- 
treint, rexpéricnce montre que l'accélération de tous les points matériels a une 

valeur constante que l’on appelle q et qui a à Paris la valeur 9,808 ; la 

sec- 

force s’exerçant sur on point de masse m a pour valeur p = mg conformément 
à l’équation (2) et s’appelle son poids. Si ce point est posé sur une table, il 
reste en repos, et son accélération est nuiie ; les forces qui agissent sur lui ont 
une résultante nulle ; on dit qu’il est soumis à une réaction de la table égale 
et contraire à son poids, satisfaisant par suite au principe de l’égalité de l’action 
et de la réaction. 

De morne si l’on tient un corps soulevé, le bras exerce une force égale et 
contraire au poids ; c’est cette idée de force musculaire qui a donné naissance 
à la notion de force en statique. 

La balance permet d’équilibrcr les unes par les autres les forces de la 
pesanteur, donc de mesurer des poids, et comme les poids sont proportionnels 
aux masses, elle permet de mesurer les masses elles-mêmes. C’est là une idée 
importante, caria masse d’un prûnt matériel ne varie pas, tandis que son poids 
varie proportionnellement à la valeur de g, c’est-à-dire avec la latitude et 
l’altitude du lieu où il se trouve, l^es dynamomètres, basés sur la déformation 
de pièces llexibles sous l’action de forces agissant par contact, constituent un 
autre moyen de mesurer statiquement des forces en les comparant aux poids 
de corps produisant la meme déformation. Nous admettrons que les forces ainsi 
mesurées satisfont aux mêmes principes que les forces dynamiques. 

39. Unités. — Il existe deux systèmes de grandeurs fondamentales : 
1**' .système : longueur, masse cl temps ; la force est alors une grandeur dérivée 
définie par f= my, sa dimension est [Fi = (LMT-^J, Dans le système G. G. S., 
l’unité de longueur est le centimètre, l’unité de masse le gramme-masse (c’est- 
à-dire la millième partie de la masse du kilogramme étalon déposé aux Archives) 
équivalent à peu près à la masse d’un centimètre cube d’eau, enfin l’imité de 
temps e.st la seconde. L’unité de force est donc celle qui, appliquée au gramme- 
masse, lui donne une accélération égale à 1 cm par seconde carrée; cette unité 
est la dyne. 

Dans le système M. ï. S. (loi du 2 avril 1919), l’unité de longueur est le 
mètre, l’unité de masse est celle de la tonne ou de 1 000 kilogrammes, Tuiiité 
de lemps est la seconde. L’unité de force est alors celle qui, appliquée à la 
masse d’une tonne, lui communique une accélération de 1 mètre par seconde 
carrée; cette unité est le slhène qui vaut 10* dynes. 
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Ajoutons que dans le système M. T, S. ta ptèze ou unité de faresAton est 
égale à 1 sthène par ; l’Aec^opièse est environ égale à t,02 kilogramme- 
force par cm^. 

2® système : longueur, force, temps ; la masse est alors une grandeur 

dérivée, définie par m = p étant le poids : sa dimension est 

't g 

[M] = 1FL-‘T2]. 

Dans le système industriel M. K. H., Tunité de longueur est le mètre, l’unité de 
force le kilogramme-poids, c'est-à-dire le poids à Paris du kilogramme étalon 
déposé aux Archives, et Punité de temps la seconde. L’unité de masse est celle 
d’un corps dont le poids est égal à g, c’est-à-dire à 9,81 kilogrammes-masse 
(puisqu’on a en général p =■ mg, lorsque m --- 1 on a p = g). 

La valeur du kilogramme-force dans le système C. G. S. est égale au poids 
de la masse du kilogramme, ou au produit de i 000 grammes-masse par l’accé- 
lération g qui vaut 981 centimètres, elle est donc 981 000 — 9,81 x 10“ dynes ; 

la dyne vaut donc kilogramme-force. Le sthène vaut — ou environ 
9,81 ' 9,81 

102 kilogrammes-force. 

40. Travail. — Lors(|u’une force constante F est appliquée à un point 
matériel qui se déplace suivant un segment rectiligne AoA (fig, 36), on appelle 
travail de la force le produit de l’inlensité de la force 
par le déplacement AoA et par le cosinus de l’angle 
de F et AoA, ce qu’on exprime par l’égalité 

6 = F . AoA . cos (F, AoA). 

Si l’angle (F, AoA) est nul ou aigu, le travail est 
positif et l’on dit qu’il est moteur ; si cet angle est obtus 
ou égal à deux droits, le travail est négatif, et l’on dit 
qu’il est résistant ; si cet angle est droit, le travail est nul. 

On peut remarquer que le travail est égal au produit du déplacement par 
la projection F' de la force sur la direction du déplacement, ou encore au 
produit de la force par la projection AoA' du déplacement sur la direction de 
la force ; dans tous les cas, il est égal au produit scalaire des deux vecteurs 
F et ÂqA (n" 13). SiX, Y, Z sont les projections de la force sur les axes de 
coordonnées, x — — ;/o, ^ — So celles du segment AoA ; a, y ; y' 

les cosinus directeurs de leurs directions, on a 

to = F . (AoA) (aa' -G yy') = X(a; — .To) -4- Y(î/o — y) + Z(z — Zo). 
Considérons maintenant le cas général où une force F pouvant varier en 
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grandeur et en direction est appliquée à un point matériel dont le déplace- 
ment AoA peut être quelconque {fig. 37). 

Décomposons le déplacement en portions infini- 
ment petites par des points Ao, A,, A 2 , ... ; désignons 
par Ko, l’a, ••• les vecteurs représentatifs de la 
force en ces points ; évaluons le travail de Fo pour le 
déplacement suivant la corde AqAi, celui de Fj poul- 
ie déplacement suivant la corde A 1 A 2 , et ainsi de 
suite ; faisons la somme de ces travaux dits travaux 
élémentaires : la limite èî de cette somme lorsque le 
nomlue des points de division augmente indéfiniment, 
cliaque segment partiel tendant vers zéro, s’appelle 
travail de la force F pour le déplacement AqA. 

L’existence de cette limite résulte du calcul intégral ; si les projections de 
la force en un des points de division sont X, V, Z, si celles du segment joi- 
gnant ce point au suivant sont A./-, Ay, As, le travail élémentaire est égal au 
[U'oduit scalaire du vecteur X, V, Z par le vecteur \x, Aiy, As, c’est-à-dire à 
XAa- f YAi/ -h ZAs, 

sa partie principale (ipii est un infiniment petit équivalent) est la didérentielle 
(Jh~\{]x h\dy-\- Z(Iz, 

et la limitée delà somme des travaux élémentaires est égale à l’intégrale curviligne 

(3) Ydy -^yJz. 

J '0 

(Ou ne change pas la limite d’une somme d'infiniment petits en nomhre 
infini (piand on renqilace les termes par des infiniment petits éijuivalents.) 

Nous verrons plus loin comment on peut la calculer ; mentionnons immé- 
diatement un procédé graphique de détermination du travail : si l’on projette 
en chaque point du déplacement la force sur la tangente à la trajectoire, si F, 
désigne cette projection, et si A.s représente la longueur du déplacement AoA, 
le travail élémentaire est l-'iA-v et sa partie principale est égale à F,J.y, ds étant 

la din'érenlielle de l'arc; le travail total est donc égal à l’intégrale ^ Vids. 

Si l'on connaît la loi de variation de F, en fonction do s, il suffit de construire 
la courbe représentative de cette loi; le travail est égal à Faire comprise entre 
l’axe représentatif des abscisses curvilignes s, la courbe précédente et les 
ordonnées relatives aux abscisses curvilignes de A,, et de A. 

Théorème. — travail de la résullanle de plusieurs forces appliquées 
au même point matériel est éijal à la somme des travaux des composantes. 
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Cela résulte de ce que la projection de la résultante sur le déplacement 
élémentaire est égale à la somme des projections des composantes. 

Mentionnons en particulier le cas ou le point matériel a un déplacement 
circulaire, dans une rotation autour d’un axe ; si l’on prend Oz suivant cet 
axe, on a 

a;=:rcosO, y = rsinO, 

<if> = Xdx H- \dy -h Zdz ~ ( — Xr sin 0 -h Vr cos 0)c/ô — {xY — ?/X) dO ~ Nt/O, 
N étant le moment de la force par rapport à Taxe de rotation ; on a par suite 
C f\d(L 

Ce résultat aurait pu être obtenu en décomposant la force suivant trois 
composantes ; l’uno parallèle à l'axe, l’autre suivant le rayon vecteur, et la 
troisième suivant la tangente à la trajectoire ; d’après le théorème précédent, 
le travail élémentaire de la force est égal à la somme des travaux de ces trois 
composantes, et il se réduit à celui de la troisième composante I^, c’csl-à-dire 
à Fi rc/ô = rVdO. 

'ii. Unités de travail. Puissance. — Un travail est le produit d’une force 
par une longueur et a la dimension jFLj. Dans le système C. (i. S., sa dimen- 
sion est [ML'^T"-] ; l'unité est le travail d’une dyne produisant un déplacement 
d'un centimètre dans sa direction ; cette unité de travail s'ai)peüe erg ; on 
utilise aussi comme unité de travail Xa joule ^ qui vaut tO' ergs. 

Dans le système M. T. S., l’unilé est le travail d’un sthène produisant \in 
déplacement de 1 mètre dans sa direction : il est égal à ergs ou à un 
kilo joule. 

Dans le systi-me industriel M. K. S., l’unité est le travail d'un Ivilogramme- 
force produisant un déplacement d’un mètre dans sa direction ; on l'appelle 
kilogrammetre. Comme un kilogramme-force vaut 9,81 xlD’ dynes, le kilo- 
gramrnètre vaut 9,81 X 10'' dynes-centimètre, ou 9,81 xlD' eigs ou 9,81 
joules. 

Remaroue. — Le moment d’une force et le travail ont la même dimension ; 
ils sont cependant des grandeurs d’espèces dilférentes ; cola tient à ce qu'un 
travail élémentaire dans un mouvement de rotation est le produit d’un moment 
N par un angle c/9 qui n’a pas de dimension. On a proposé de nommer dilfé- 
remment l’unité de travail et l'unité de moment, et de désigner par exemple 
dans le système M. K. S. l’unité de moment par mètre-kilogramme. 

La définition du travail ne fait pas intervenir la durée du déplacement ; 
cependant dans les applications industrielles le temps joue un rôle important. 
Lorsque le travail d’une force a la meme valeur dans des intervalles de temp^ 
Yoot cl Mentuk. — M<'Ta. 5 
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égaux, on appelle puissance le travail produit pendant Tunité de temps ; la 
puissance a manifestement comme dimension [FLT~^]. 

Dans le système C. G. S., on prend comme unité pratique de puissance le 
qui est le travail d’un joule par seconde, ou le kiloioait, qui vaut 
1 000 watts. Dans le système industriel M. K, S., l’unité de puissance est le 
cheval-vapeur, qui est le travail de 75 kilogrammètres par seconde. Un 
cheval-vapeur vaut donc 75 X 9,81 joules par seconde ou 736 watts. 

42. Catcul du travail dans le cas général. — En dynamique, le cas le plus 
général que l’on ait à envisager est celui où la force dépend de la position du 
point matériel, de sa vitesse et du temps ; l’intégrale (3) ne peut être calculée 
(lue si la loi du mouvement est connue ; les coordonnées du mobile et les 
composantes do sa vitesse, dès lors celles de la force, sont alors des fonctions 
connues du temps t, et l’on évalue l’intégrale comme une intégrale curviligne 
dont l’clémenl dépend du paramètre t. 

Un cas particulier est celui où la force ne dépend que de la position du 
point auquel elle est appliquée ; X, Y, Z sont alors des fonctions de x, y, z ; 
l'intégrale (3) est une intégrale curviligne relative à la trajectoire, et on l’éva- 
lue en utilisant un paramètre au moyen duquel sont évaluées les coordonnées. 

X, y, Z. 

43. Cas d’une fonction <Ies forces. — Comme nous l'avons dit, une por- 
tion finie ou infinie de l'espace constitue un champ de forces si l’on fait cor- 
respondre à chaque point un vecteur lié à ce point, représentant la force à 
laquelle serait soumis un certain point matériel placé en ce point ; on appelle 
direction du champ en ce point celle de ce vecteur et intensité du champ celle 
de la force appliquée à un point matériel de masse unité ; un point de masse m 
est soumis à une force rn fois plus grande. Par exemple le champ de la pesanteur 
dans une petite portion de l’espace a une direction constante et une intensité 
égaie à g. Dans un ctiamp de forces, X, Y, Z sont supposées des fonctions 
données de .r, y, z. Le cas le plus important est celui où l’on donne un champ 
de forces et où le travail élémentaire \dx -h \ dy 'Adz est la différenliclle 
totale d’une fonction ü(x, y, z) ; pour que cela ait lieu il faut et il suffit que 
les conditions d’inlégrahilité exprimées par les égalités 

^ — ^ ^ __ ^ 
dy dx* i)z dx* àz hy 

soient satisfaites ; on sait qu’on peut alors déterminer par des intégrales simples- 
la fonction U(x, y, z) qui est appelée fonction des forces et qui n’est connue 
qu’à une constante additivc près ; les projections de la force sont égales aux 
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dérivées partielles de ü, et Ion a 

Y ôU V ôU 

A —, I = — , /, =r - . 

ôj: oy 52 

Le travail élémentaire est égal à dlj. 

On dit que la force dérive de la foriction des forces U, La fonction V = — t J 
est appelée potentiel. 

D’après les propriétés connues des intégrales de dilférentielles totales, le 
travail de la force pour un déplacement de Ao(a‘o, .Vo, 2o) à A(x*, y, z) est égal 
à U(x, y, z) — U(xo, ï/û, So)- Lorsque la fonction U est uniforme, le travail 
pournin déplacement le long d’un contour fermé quelconque est donc nul. 
Lorsque U n’est pas uniforme, le travail n’est nul que pour certains contours 
fermés (voir l’exemple 6, page 70). 

44. Surfaces de niveau, lignes de lorces. — Dans le cas où les forces 
d’un champ dérivent d’une fonction des forces U(x, y, z), on appelle surface 
de niveau ou surface équipotentielle une surface en tous les points de laquelle 
la fonction des forces (et par suite le potentiel) a la même vale\ir. L’équation 
d’une telle surface est U(x, y, z)=rh. 

La force en un point du champ est normale à la surface de niveau 
qui passe par ce point, car tes projections de la force, égales aux dérivées 
])artielles de U, sont égales aux coefticieiits directeurs de la normale à la 
surface. 

Supposons que la fonction U est uniforme. Lorsque le point matériel se 
déplace entre un point de la surface IJ — /t et un point de la surface U ~ A', 
le travail de la force est égal à h' — h quels que soient les points choisis et le 
chemin suivi. Considérons deux surfaces de niveau infiniment voisines; la 
différence h' — h ayant par suite une valeur inliniment petite AA. Si le dépla- 
cement, normal à la surface U ~ A, a une valeur An, la valeur de la force, égale 
au quotient du travail élémentaire AA par le déplacement An qui est dans sa 

direction, est égale à ’ lorsque AA tend vers zéro, le quotient précé- 

dent a pour limite 4^, que l’on appelle dérivée de U suivant la normale : 
(in 

on peut dire qu’en chaque point, la force est normale à la surface de niveau 
qui passe par ce point, dans le sens où la fonction ü va en croissant, et est 
égale à la dérivée de cette fonction suivant la normale. 

On appelle ligne de forces d’un champ une ligne telle qu’en chacun de 
ses points la force soit dirigée suivant la tangente à cette ligne. Cette défini- 
tion ne suppose pas nécessairement qu’il y a une fonction des forces. Les 
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éfjuations dill’érenlielles d'une ligne de forces sont manifestement 

clx ^ dz 

X (æ, y. z) ~ Y(x, y, i) ~ Z(x, y, z) 

(elles expriment que le vecteur force et le vecteur ds ont même direction); 
l'intégration de ce système conduit à deux équations renfermant ensemble deux 
constantes arbitraires ; par un point du champ passe donc une ligne de forces. 

Lorsque les forces du champ dérivent d’une fonction des forces, les lignes 
de forces sont les trajectoires orthogonales des surfaces de niveau. 

Nous allons illustrer cette théorie un peu ardue par des exemples. 

45. Exemples. 1° Champ de la pesanteur. — Dans un espace restreint, 
le champ de la pesanteur a une direction constante, celle de la verticale des- 
cendante, et une intensité constante égale à g. Si l'on prend l'axe des z sui- 
vant la verticale ascendante, les projections de la force appliquée à un point 
de masse m sont X = 0, ^ = 0, / = — mg. Le travail élémentaire est égal à 
— mgdz = f/( — mgrs). 11 existe donc une fonction des forces U = — mgz ; les 
surfaces de niveau sont des plans horizontaux, et le travail pour un déplace- 
ment AqA entre deux plans horizontaux de cotes Z(, et z est égal à 
r> — mg(z — Co). 

2" Champ de direction normale a un plan, et d’intensité fonction 
de la distance du point à ce plan. — Si l'on prend l'axe des z suivant la 
normale au plan, et si l’intensité du champ en cha(|ue point est égale 
à ' 4 /(c), les projections de la force sont \ — D, V = (I, Z = (s) ; il y 

a encore une fonction des forces IJ — ni j -^(z^dz. Comme dans le cas précé- 
dent, les surfaces de niveau sont des plans parallèles, et le travail pour un 
déplacement de Ao à A entre les plans de cotes -o ('t - est 

h =: m f '^{z)dz. 

il" Champ de direction normale à une droite fixe, et d’intensité fonc- 
tion de la distance à cette droite. — Kn prenant cette droite comme axe des 
c, désignant par r la distance d’un point à cet axe et par '^(r) l’intensité du 
champ, les projections de la force sont 

Z = 0. 

Il y a une fonction de forces, car on a 

\dx Ydg -h Zdz — m.p(/‘)- == ma<(r) Jr, 
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comme on le voit en (Jillérenliant la relation x- ~ r- ; cette fonction 
est U = m f(r)c/r, et elle ne dépend (|ue de r. Les surfaces de niveau sont 

des cylindres d’axe Oz, et le travail pour un déplacement de Ao à A entre les 
cylindres de rayons ro et r est 

f, = /» I 'y(r)(/r. 

4" Champ de direction passant par un point fixe, et d'intensité fonction 
de la distance à ce point. — Rn prenant le point fixe comme origine, dési- 
gnant par r la distance d’un point à celle origine, et par 'i(r) l’intensité du 
champ, les projections de la force sont 

X — m'z(r) > y = m-jQ'') , Z — niv(r) “ • 

11 y a une fonction des forces, car en utilisant la ditVérentiation de ré<jua- 
tion -L y'^ -f- = r% on voit que l’on a 

\dæ -f- \dy + '/a/z — — m'^(r)dr ; 

la fonction des forces C = mj 'f(r)dr ne dépend (jue de r ; les surfaces de 

niveau sont des sphères ayant pour centre le point fixe, et le travail pour un 
déplacement de A,, à A entre les sphères de rayons Tq et r est égal à 

f, — m I '^(r)dr. 


Si l’on considéré par exemple l’attraction newlonnicnne, où l’intensité du 
champ est inversement proportionnelle au carré de la distance et est égale 

à z(r) — lonction des forces est égale à 



Dans le cas de la répulsion exercée par une masse électrique, inver- 
sement proportionnelle au carré de la distance, on a cp(r) = - ~ fonction 
des forces est — et le potentiel est égal à -y- 

5“ Champ résultant de plusieurs autres dérivant chacun d'une fonction 
des forces. — Ce champ dérive d’une fonction des forces égale à la somme des 
fonctions relatives aux champs composants ; en ellet si X*, Y*, Z^. sont les 
composantes de la force exercée sur un point par le champ de rang k, la 
torcc du champ résultant a pour projections X ^ IIX/^, V ilV/,, Z — IZ^, et 
l’on a bien 
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Ces considérations s’appliquent aux attractions newtoniennes exercées 
sur un point matériel de masse m par plusieurs points fixes de masses mj, 
m-i, ... dont les distances au premier sont n, ... ; la valeur absolue de la 
force attractive exercée par la masse m,f sur la masse m est proportionnelle 
aux masses et en raison inverse du carré de la distance et a pour valeur 

; cette force, qu’il faut affecter dans le calcul du signe — , dérive d’une 

fonction des forces comme nous l’avons vu. Il existe donc pour le 

rk 

champ résultant une fonction des forces égales à 

Les mêmes considérations s’appliquent au champ électrique créé par plu- 
sieurs masses électrisées exerçant sur une autre masse une action d’après la 
loi de Coulomb ; il suffit de répéter le calcul précédent en changeant au besoin 
certains signes ; le potentiel V a la valeur donnée pour U dans le cas précédent. 

G" Champ ayant en chaque point une direction perpendiculaire au plan 
passant par le point et une droite fixe, et une intensité invej'sement propor- 
tionnelle à la distance à cette droite. — En prenant la droite comme axe des 
2 , désignant par r la distance du point matériel A à l'axe, par 0 l’angle polaire 

et supposant que la force, de valeur soit appliquée en A perpendiculaire- 
ment au plan \Oz. dans le sens positif, les projections de la force sont 



km . , 
\= — sin 0 

r 


km . 

= cos 6, 

r 

Z ^ 0, 



et comme on a æ — rcosO, y rsin 0, on trouve après différentiation 
\dx H- \dy -t- Zf/s = kmd^ 

11 existe une fonction des forces U = AmO, mais elle n’est pas uniforme 
car un angle 6 possède une infinité de déterminations; si le point décrit un 
contour fermé n'entourant pas l’axe Oz, le travail est nul ; s’il décrit un contour 
fermé entourant l'axe Oz une ou plusieurs fois, la valeur finale de 0 diffère de 
la valeur initiale d’une ou plusieurs fois 27c ; le travail est égal à une ou plu- 
sieurs fois 2T:km. Les surfaces de niveau sont des plans passant par Oz. 

Ces considérations trouvent leur application dans l’étude du champ magné- 
tique créé par un courant électrique rectiligne. 
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DYNAMIQUE DU POINT MATÉRIEL 
THÉORÈMES GÉNÉRAUX 


AO. Équations générales. Force triiiertie. - Dans tout trièdre de rél’é-* 
ronce par rapport auquel s’appliquent les principes de la dynamique, la résul- 
tante F des forces auxquelles est soumis un point matériel de masse m est 
liée à l'accélération J de ce point par l’égalité géométrique 

(I) F=mX 

En désignant par y In valeur numérique de l’accélération, celle de la force 
est donc f = mv. 

Cette relation permet de résoudre deux espèces de problèmes : 

1“ Connaissant la loi d’un mouvement, calculer la force ; il suffit do 
trouver les projections de l'accélération pour avoir celles de la force ; le pro- 
blème est peu souvent envisagé et du reste est susceptible en général de plu- 
sieurs déterminations de la force suivant qu’on veut l'exprimer en fonction des 
coordonnées du point, ou de sa vitesse, ou du temps, ou de ces variables à la 
fois. Si l’on considère par exemple un mouvement rectiligne suivant 0.c, 
d’après la loi a; = sinC on peut choisir comme loi de la force dirigée suivant 
Oa*, les expressions — m sin l, — mjc, — ms / 1 v^. 

2° Connaissant la résultante des forces appliquées à un point matériel, déter- 
miner son mouvement; on a donc à chercher ce mouvement connaTssant son 

accélération .1 = ---• 
m 

On appelle force d’inertie d'un point matériel le vecteur — «j J lié à ce 
point. L’égalité (1) peut être interprétée de la façon suivante : 

Les forces appliquées à un point matériel et sa force d’inertie forment 
lïn système de vecteurs équivalent à zéro. 

On donne à cet énoncé le nom de principe de d’Alemhcrt. 
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La tradijclion par le calcul de l égalité (1) se fait ordinairement en pro- 
jetant celle égaillé sur les trois axes Oa:, Ot/, Oz, ce qui donne les trois 
équations 


( 2 ) 


(Px 


d-i/ 





en désignant par X, Y, Z les projections de la résultante ; ces projections 
sont, dans le cas le plus général, des fonctions des coordonnées x, y, z du 

point, des projections -.-de sa vitesse et du temps. Nous supposerons 


dorénavant que les fonctions X, V, Z sont régulières, comme cela se présente 
d'ailleurs dans les problèmes usuels. 

Un cas particulier important est celui pour lequel le jioint matériel reste 
en écpiilihre, rbî sorte que les coordonnées x, y, z sont invariables. Les pre- 
luiers membres des équalions (2) sont nnls. On a donc X 0, V = 0, Z = 0. 
Héciproquevuent, supposons que les trois fonctions régulières X, V, Z soient 

constamment nuUes. Nous avirons = D, ^, *^ = 0, ---- =0 et, en inté- 
grant, — C" , — C”, = C ' ; si le point est en repos à l'instant ini- 

tial l(‘s trois constantes d’intégration sont milles ; on a 


dt 

dt 

(U 

X -----s C", 

y = 



le point matériel reste en repos. On a donc le théorème suivant ; 

La condition nécessaire et suffisanle pour (fu'un point matériel libre 
reste en équilibre est que les forces appliquées forment un système équiva- 
lent à zéro. 

Occupons-nous maintenant du cas du mouvement. Les équations (2) for- 
ment un système de trois équations ditl'érentielles du second ordre. On démon- 
tre en Analyse (|ue si les fonctions X, V, Z sont régulières, ce système a une 
solution générale unique pour laquelle a?, ly, z s’expriment au moyen du temps 
et de six constantes arbitraires. On |)eut supposer que ces six constantes sont 


dx\ 

'dij: 

de la vitesse, c’est-à-dire les caractéristiques de la position ini- 


les valeurs pour ^ = 0 des coordonnées a;o, y/o, et des projections 

'dy\ ^ 


tiale et de la vitesse initiale du mobile ; on les désigne sous le nom de condi- 
tions initiales. 

On appelle intégrale première de?, équations du mouvement une relation 
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entrft les coordonnées x, y, z du point, les projections de sa vitesse, le temps 
et une constante arbitraire, qui est identiquement satisfaite en vertu des équa- 
tions du mouvement. En supposant que cette relation soit résolue par rapport 
à la constante, on peut lui donner la forme 


( a:, y, 


dx dy dz 

’ </// dC 




-- C ; 


ou dit encore que *1» est une intéjijrale première du mouvement. 

On vérifie qu’une fonction d* est une intégrale première si, en prenant sa 
dérivée par rapport au temps comme celle d’une fonction composée de t, et en y 
remplaçant les dérixées secondes de .r, y, s par leurs expressions tirées des 
équations (2), le résultat est identiquement nul quelles que soient les valeurs 
de l, de x, y, - et de leurs dérivées. 

Si l’on connaît une ou plusieurs intégrales premières des équations du 
mouvement, le problème de riutégration de ce système est simplifié, car on 
peut remplacer une ou plusieurs équations du second ordre par d’autres du pre- 
mier ordre ou finies. Si l’on connaissait six intégrales premières distinctes, 
on pourrait calculer les coordonnées x, y, cet leurs dérivées au moyen du temps 
et dos six constantes arbitraires C,, Q, ... €« entrant dans les intégrales, l’in- 
tégration serait terminée: en faisant dans les expressions trouvées ^ = 0 et 
remplaçant les coordonnées et leurs dérivées par leurs valeurs initiales, on 
obtiendrait des équations permettant de calculer les six constantes au moyen 
des conditions initiales. 

On peut étudier un mouvement en utilisant d’autres coordonnées du point 
matériel que les coordonnées cartésiennes ; si l’on emploie par exemple les 
coordonnées cylindriques r, 0, z, les composantes de l'accclération données au 
n" 25 serviront à résoudre le problème de la recherche du mouvement. 

On appelle équations intrinsèques du mouvement celles qui résultent de 
la projection de l égalité (1) sur la tangente, la normale principale et la binor- 
male à la trajectoire en chaque point. Si F(, F„ et F,, sont les projections sur 
ces trois droites de la résultante des forces, les formules du n“ 24 donnent les 
équations 

(3) niY^ = Vt, m*’=F„, fi == F,,. 

dt P 

Ces équations ne sont guère utilisées que dans le cas où la trajectoire est 
connue. 


47. Quantité <le mouvement. Moment cinétique. — On appelle quantité 
de mouvement d’un point matériel le vecteur mV, lié à ce point, égal au 
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produit de sa masse par le vecteur vitesse; ses projections sur les axes 

. dx dy dz 

sont m —, m m — • 
dt dt dl 

Les équations (2), qui peuvent s’écrire 

sHi)-'- 

expriment le théorème suivant, que Ton appelle théorème de la projection de 
la quantité de mouvement : 

La dérivée par rapport au temps de la projection sur un axe de la 
quantité de mouvement d’un point matériel est égale à la projection sur cet 
axe de la résultante des forces qui lui sont appliquées . 

Si l'on forme en partant des équations (2) les expressions des moments par 
rapport aux axes, les moments des seconds membres sont 

ty Z — s Y = I., zX — xl == M, æV — y\ = i\ ; 


ceux des premiers membres sont 



et sont les dérivées des moments de la quantité de mouvement par rapport aux 
axes. Kn les égalant respectivement à L, M, N, on a trois équations expri- 
mant le théorème suivant, que Ton appelle théorème du moment de la quan- 
tité de mouvement : 

La dérivée par rapport au temps du moment par rapport à un axe de 
la quantité de mouvement d’un point matériel est 
égale au moment par rapport à cet axe de la résul- 
tante des forces qui lui sont appliquées. 

On donne souvent le nom de moment cinétique 
d'un point matériel par rapport à un point ou un axe 
au moment de sa quantité de mouvement par rap- 
port à ce point ou cet axe ; il est facile d’énoncer le 
deuxième théorème en introduisant le moment ciné- 
tique. 

L’interprétation géométrique des deux théo- 
rèmes qui viennent d’être énoncés est la suivante ; 
^i OH et OK sont les vecteurs issus de l’origine équipollents à la quantité de 
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mouvement et au moment cinélûiue par rapport à O {fig, 38), les dérivées 
géométriques de ces vecteurs sont respectivement égales à la résultante ÔH et 
au moment résultant OG par rapport à O des forces appliquées au point 
matériel. En effet, en projetant ces égalités géométriques sur les axes, on 
trouve des équations qui traduisent les théorèmes énoncés. 


48. Cas particuliers. Loi des aires. — 1" Si la projection sur un axe de la 
résultante des forces est constamment nulle, la projection sur cet axe de la 
quantité de mouvement est constante, et il en est de même de la vitesse ; la 
projection du point matériel sur cet axe est en repos ou a un mouvement uni- 
forme. 

2" Si les projections sur deux axes concourants de la résultante des forces 
sont constamment nulles, les projections du point matériel sur ces deux axes 
sont en repos ou ont des mouvements uniformes ; la projection du point sur le 
plan des deux axes est donc en repos ou a un mouvement rectiligne et uniforme. 

Ce cas se présente lorsque le point matériel est soumis à une force paral- 
lèle à une droite fixe ; les projections de cette force sur deux axes contenus 
dans un plan perpendiculaire à cette droite sont nulles. Si la vitesse initiale 
est parallèle h la droite donnée, sa projection sur le plan normal est nulle, la 
projection du mobile sur ce plan reste en repos, de sorte que sa trajectoire est 
une droite parallèle à la droite donnée. Si sa vitesse initiale est quelconque, la 
projection du mobile sur le plan normal est animée d’un mouvement rectiligne 
et uniforme ; la trajectoire est une courbe plane dont le plan est parallèle à la 
droite donnée et contient naturellement la vitesse initiale. 

3® Si le moment de la résultante par rapport à une droite est constamment 
nul, le moment cinétique du point matériel par rapport à cette droite est 
constant. En prenant la droite pour axe des z, on a une équation de la 
forme 


(4) 




dx 


C étant une constante arbitraire dont la valeur en fonction des conditions ini- 
tiales est ^"^♦Dime nous l'avons déjà remarqué au rP’ 22, le 


premier membre est égal à r 


il est le double de la vitesse aréolaire de la 


projection du point matériel sur le plan xOy. Si A est l’aire balayée par le 
rayon vecteur de cette projection, on a 

dl 2 


A - 2 < + 
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C/ étant une nouvelle constante que l'on peut prendre égale à zéro si l’aire est 
comptée à partir du rayon vecteur initial ; on voit alors que l’aire A est pro- 
portionnelle au temps. 

On dit qu’un point se déplace dans un plan fixe suivant la loi des aires 
par rapport à un centre O de ce plan lorsque l’aire balayée par le rayon vec- 
teur allant de ce centre au mobile est proportionnelle au temps. On peut alors 
énoncer le résultat suivant : 

Si le moment par rapport à une droite de la résultante des forces appli- 
quées à un point matériel est constamment nuf la projection de ce point sur 
un plan perpendiculaire à la droite se déplace suivant la loi des aires par 
rapport au point de rencontre de la droite et du plan. 

La réciproq\ie est évidente, car si faire précédente est proportionnelle au 
temps, le moment de la force par rapport à la droite est nul, d’après le 
théorème du moment de la quantité de mouvement. 

Lorsque les conditions précédentes sont remplies, l’équation (4) constitue 
une intégrale première des é(juations du mouvement ; on lui donne le nom 
iV intégrale des aires. 

4” Si les moments de la résultante des forces par rapport à deux axes 
concourants sont constamment nuis, cette résultante rencontre les deux axes 
et est contenue dans leur plan, <jui contient la trajectoire, ou bien elle passe 
constamment par le point de rei\contre des deux axes, et l’on dit alors qu’elle 
est une force centrale. 


4Î). (^as d’une force centrale. Théorème. Si un point matériel est sou- 
mis à une force passant constamment par un point fixe, sa trajectoire est 
une droite passant par le point fixe, ou est une courbe plane dont le plan 
passe par le point fixe, et il décrit alors cette courbe suivant la laides aires. 

lùi ellct, si l’on prend le point fixe comme origine, les moments de la 
force par rapport aux axes de coordonnées sont nuis, et les moments ciné- 
tiques par rap[)ort à ces axes sont constants ; on a donc trois équations ana- 
logues à (4) : 


(■>) 


(/: 

'i-ir 

" ~dt 


^ dy 
' " dt " 
dz 

~ X-- Z 

df 


d U d.r 

; a y - r 


dt 


dt 


^C, 


A, B, C étant trois constantes dont les valeurs sont celles (pie prennent les 
premiers membres pour les conditions initiales. 

L' Si la vitesse initiale est dirigée suivant le rayon allant du point O à la 
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position initiale du mobile, ses projections ’ (è) P*’^poi'- 

tionnelles à ic,>, î/o, -o trois constantes A, B, C sontnulles ; on en déduit 

les relations 

clæ dti ^ 

X y Z 

qui donnent par intégration 

log - = log ^ = log '' , 

•eo .Vft -O 

,, , X U Z 

d ou = = ; 

*^0 y a -0 

le point matériel est constamment sur la droite joignant l'origine à sa position 
initiale. 

2° Si la condition précédente n’est pas remplie, les constantes A, B, C ne 
sont pas toutes nulles. En multipliant les deux membres des équations (5) res- 
pectivement par X, y, Z et les ajoutant membre à membre, on en déduit la 
relation 

Ajc — 1~ By "! ' Cz (l 'f 


elle exprime précisément que le point matériel reste dans un plan passant par 
l’origine. La dérivée de cette é<jualion exprime, ce (ju’on pouvait prévoir, que 
la vitesse du mobile est constamment contenue dans ce plan ; celui-ci est donc 
entièrement déterminé par l’origine, la position initiale du mobile et la vitesse 
initiale. 


Le moment de la force par rapport à un axe quelconque passant par O 
étant nul, le mouvement de la projection du mobile sur un plan quelconque 
passant par l’origine a lieu suivant la loi des aires, et cela a lieu notamment 
dans le plan de la trajectoire elle-même ; celle-ci est doue parcourue suivant 



la loi des aires. 

Bi-mahoui:. — Le théorème du moment de la quantité 
de mouvement donne lieu dans le cas précédent à la re- 
marque suivante ; l^e moment par rapport au ]>oint O 
du vecteur vitesse du point A a pour valeur ,1e produit de 
la grandeur!) de la vitesse parla perpendiculaire p abaissée 
de O sur la tangente à la trajectoire {fiy. 39). Si rj désigne 


l’angle de cette tangente avec le rayon vecteur OA, que 


nous appellerons r, le moment est encore égal à rv sin y, ; 


on peut donc écrire l’égalité 


rv sin r, = siii ; 
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cette remarque permet de déterminer la grandeurde la vitesse en un point quel- 
conque de la trajectoire lorsque celle-ci est connue. 


50. Force vive. Énergie cinétique. — On appelle force vive d’un point 
matériel le produit de sa masse par le carré de sa vitesse ; c’est une grandeur 
scalaire qui n’est donc pas représenlable par un vecteur. 

On appelle énergie cinétique d’un point matériel la moitié de sa force 
1 

vive, c’est-à dire ^ mv“. Un théorème important relie la force vive d'un point 

au travail des forces qui lui sont appliquées ; ce théorème a deux aspects, l’un 
sous forme différentielle, l’autre sous forme finie, qui se déduisent du reste l’un 
de l'autre : on l’appelle théorème des forces vives ou de l’énergie cinétique. 

I.a différentielle de Vénergie cinétique d’un point matériel est égale au 
travail élémentaire diô de la résultante des forces qui lui sont appliquées . 

Pour le démontrer, nous partirons des équations (2) n” 46 et nous les 
ajouterons après les avoir multipliées respectivement par dæ, dy, dz, ce qui 
donnera 

(ft) ‘‘y + = X</.r .+- Vdj/ + Idz. 

Le second membre est égal au travail élémentaire de la résultante des 
forces appliquées au point matériel ; le premier membre est la ditférentielle de 
l’énergie cinétique, dont la valeur est 


en effet, la différentielle de celte expression est égale au produit de sa dérivée 
par rapport à t par la différentielle dt de la variable, c'est-à-dire 


m 


L dt ■ dr~ 


dt dV^^dt 


dH 

di 


;]* 


et c’est bien la valeur du premier membre de l’équation (6). 

On arriverait à la même conclusion en utilisant la première des équa- 
tions (3). 


et multipliant les deux membres par vdt — ds: on trouve ainsi la relation 
mvdü — Vids, 

dont le premier membre est la difl’érentielle de l’énergie cinétique et le second 
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membre le travail élémentaire diâ. On a donc 

d^mv^ — t/G. 

Pour arriver à la forme finie du théorème, il suffit d’intéf^rer les deuv 
membres de la relation 

d^mv'^ = r/G 

entre deux instants <o et f, auxquels correspondent les positions Ao et A dui 
point matériel ; on obtient ainsi réquation 

mv- — - mi'l = I \dæ -Jr ^dy -t- Zcfz, 

que nous écrirons en abrégé 

“ mv^ mvl — G{^, 

en employant le symbole pour représenter le travail de la résultante desv 
forces appliquées pendant Tintervalle de temps t^l. 

Nous pouvons alors énoncer le théorème des forces vives sous sa forme 
finie : 

La variation de L'énergie cinétique d'un point matériel pendant un 
intervalle de temps est égale au travail de la résultante des forces appli- 
quées à ce point pendant le môme intervalle de temps. 

Cet énoncé est surtout utile lorsque le calcul du travail peut s'eü'ect»ier 
sans que l’on ait besoin de connaître la loi du mouvement. Cela a lieu en par- 
ticulier si le point matériel libre est placé dans un champ dont la force dérive 
d’une fonction de forces U ; la connaissance de cette fonction de forces 
permet de trouver le travail pour un déplacement de A© à A ; ce travail a pour 
expression 

?/, .Vo, iîo). 

On a donc l’équation 

1 1 

— mv- — y mvl = ^ 0'^% 2 /’ U (xo, î/o, ::o) 

ou ^ mv^ — LI (x, y,z) — C‘®. 

À 

Cette équation est une intégrale première des équations du mouvement ; 
on l’appelle intégrale des forces vives. 

On Voit que si le point matériel part avec une vitesse l'o d’un point 
situé sur une surface de niveau U = ha et aboutit à un point A situé sur une 
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surface de niveau U = /i, la vitesse v qu’il possède en A a une valeur indé- 
pendante du chemin A,, \ : 

Exemple. — Si un point matériel est soumis à la seule action de la 
pesanteur, la fonction de forces (n” 4r)) est égale à — et l'on a 

!) m — vl) = — mg(z — So), 

d ’o il e - = vf^ 4- 2(/ (so — 2 ). 

La vitesse finale ne dépend que de la vitesse initiale et de la dillérencc 
des cotes des positions initiale et finale. 
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PROBLÈMES DE LA DYNAMIQUE DU POINT MATÉRIEL LIBRE 


51. Mouvement rectiliijne. ~ Si un point matériel libre est soumis à une 
force de direction constante et si sa vitesse initiale est nulle ou parallèle a la 
direction de la force, le raisonnement que nous avons fait au n'’ 48 montre que 
la trajectoire du ()oint est une droite portant constamment la force. Kn 
prenant cette droite comme axe des ce, le mouvement est déterminé par une 
seule équation dilférentiellc du second ordre 


suivant la forme de la fonction X, l'intégration de cette équation est plus ou 
moins simple ; nous mentionnerons en particulier les cas suivants ; 


1" X est une constante ou ne dépend que du temps ; il suftit d'intégrer X 
deux fois successivement par rapport à t pour avoir la loi de la vitesse puis 
celle du mouvement. 

Exemple. — Mouvemeul vertical d’un point pesant, en supposant que 
l’accélération de la pesanteur est constante, et en négligeant la résistance de 
l’air. En prenant l’axe des x suivant la verticale ascendante, l'équation du 

mouvement est — — '”17’ <iui fournit 


dC^ 




dx 

dl 


— g t-^i\„ 


■■ — -f- Vj -^'ü* 


Si t'ü est nul ou négatif, le point se déplace constamment suivant la ver- 
ticale descendante ; si vq est positif, le point s’élève jusqu’à ce que sa vitesse 

soit nulle, ce qui a lieu à l’instant / ==^ ^ et il atteint la position d'abscisse 

x = il descend ensuite et son mouvement descendant est symétrique 


VooT et Menthk. 


Mfv;.. 
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de son mouvement ascendant, en ce sens qu’à ses deux passages en un même 
point de l’espace ses vitesses sont égales et de sens contraires ; cela résulte du 
reste de l’équation des forces vives 

= 1,2 2 gr(a:o — x). 

Si X est déterminé graphiquement en fonction du temps, les méthodes 
d’intégration graphique permettront de déterminer la vitesse puis l’espace. 


V 


2^* X ne dépend que de la vitesse v ; on prend comme inconnue auxiliaire 
et l'on a l’équation 


mdv 

dT 


- X(t)), 


ou 


dl 


mdv 

x(7)’ 


par intégration on obtient une relation entre i\ t et une constante arbitraire ; 
si l’on peut résoudre cette relation par rapport à r, on obtient une équation de la 

forme -^^== C), dont l’intégration donne la loi du mouvement ; sinon on 

peut exprimer x en même temps que l en fonction de f en écrivant 

dx — vdt ~ et en intégrant. 

X(n) 

Exemple. — Supposons qu’un point soit soumis à une seule force, qui est 
une résistance proportionnelle au carré de la vitesse ; nous prendrons l’axe 
des X suivant la vitesse initiale, l’origine à la position initiale ; nous désigne- 
rons la valeur absolue de la résistance par^^, k ayant la dimension d’une 
longueur. L’équation du mouvement est 


ni 


d'^x 

dt^ 


mv^ 

--Y' 


d’où 


dv 

Tt 


k 


En séparant les variables et intégrant, on a 

t ^ kvp . 

V Vq k dt k — 1 “ Vfjt 

en intégrant une deuxième fois et tenant compte de Xq — 0, on a, pour éijuation 
du mouvement, 

x—kïoQ 

X ne dépend que de l’abscisse du mobile et est par suite une fonction X(a:). 
Si l’équation différentielle est simple, par exemple linéaire, on l’intègre directe- 
ment ; dans le cas contraire, le calcul du travail / \dx permet d’utiliser 
l’équation de l'énergie cinétique ^ 
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qui est une intégrale première de l’équation du mouvement ; on la retrouve du 
reste en appliquant le procédé classique d’intégration des équations de la 
of^ 3D t/jC 

forme m- :— — X(æ) ; on prend v = -- comme inconnue auxiliaire, et l’on 
dP dt 

pose 

__ dæ d^ /J_ A 

dC^ dt dx dt dx dx\2^ ) 

Nous verrons plus loin des exemples de ce cas. Si X est donné graphi- 
quement en fonction de x, les méthodes de calcul graphique permettent de 
déterminer d®, puis o, en fonction de x. 


52. Mouvement vertical d’un point pesant dans un milieu résistant. — 
Nous supposerons que la valeur absolue de la résistance est nik\v , k ayant la 
dimension de l’inverse d’un temps ; et nous choisirons l’axe des x dirigé sui- 
vant la verticale ascendante ; si le mouvement est ascendant, v est positif, et la 
projection de la force résistante est — rnkv ; si le mouvement est descendant, 
la vitesse est négative, la force de résistance est dirigée vers le haut et sa 
projection est encore — mkv ; on a donc dans les deux cas la meme équation 
diu mouvement 


d'^x 

dt^ 


— m</ — rnkv. 


En introduisant l’inconnue r, elle donne l’équation linéaire 


dv 

di 


-h k v = 


— (J, 


•dont la solution générale est avec les conditions initiales 

on a oq — C — d’où G = t’o -h f , et 
k k 



Une nouvelle intégration donne la loi du mouvement 



Cl étant une constante; si l’on suppose Xo = 0, et si l’on fait l~0, on, a 

(2) x = + + 

On serait arrivé au même résultat en intégrant directement l’équation 
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difl'érentielle linéaire du second ordre 


d^x , dx 


r/- 


L’fdlure du mouvement est caractérisée par l'équation (1) fournissant la 

vitesse ; si iVi est éual a — —i v est constante et le mouvement est uniforme ; 
k 

si t'o n'est pas égal à — v s’approche indéfiniment de cette valeur et le 

mouvement tend ;a devenir uniforme. La figure 40 donne la représentation 
graphique de la vitesse dans les cas 1’ 

2“ 0 > ro 



-|el :î. 


; il serait fa- 
k 


cile de tracer la représentation graphique de la 
loi du mouvement. 

Dans le cas d’une autre loi de résistance, 
il faut généralement établir deux équations du 
mouvement, Tune pour le mouvement ascendant, 
l’autre pour le mouvement descendant; c’est ce 
qui a lieu pour une loi de résistance telle que 
m/it'", l’exposant n étant un nombre entier pair; 
il faut alors pituidre celte quantité avec le signe — pour le mouvement 
ascendant, et avec le signe + pour le mouvement descendant. 


Fiu. 4U. 


53. Moiiveineiil vlhcalolre, inoiivomenl amorti. — Supposons(|u’un point 
matériel de masse m se déplace sur (D; sous l’action d’une seule force attrac- 
tive proportionnelle à la distance ; si l’on représente la vale\ir absolue de cetto 
force par ma'^\x\, a ayant la dimension de l’inverse d’un temps (ou, ce qui 
revient au même, d'une vitesse angulaire), on voit que, dans tous les cas, 
quel que soit le signe de x, la projection de la force est — ma^.r ; l’équation 
du mouvement est donc 


( 3 ) 


d^x 

dl^ 


-q- a '-x — 0. 


L’intégration directe de cette équation linéaire du second ordre se fait en 
résolvant l’éciuation caractéristique r- -h dont les racines sont ± «i ; 

la solution générale est, comme on sait, 

= Cl cos ai 4- C-i sin at. 

Kn introduisant les conditions initiales et l’o pour /=(), dans cette 
é()uation et sa dérivée, on a C, = iCo, d’oii la forme de la solution 


x = Xq cos al -4 — sin at. 

a 
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On peut introfluiro un ati^ic donné par les relations 


et Ton trouve 


0 / . li 

4 / x^. H- '* 

« V " 

-■ \J -t- sin ?)• 


Le mouvement, appelé vibratoire simple, est périodique entre les points 


d’abscisses ± 




la \alcur absolue du radical est ramplitiide, j la 


phase ; la durée de la période est T — ^ ; elle est indépendante des conditions 

initiales, et l’on dit que les oscillatiot>s sont isochrones. 

1 

K\i;mi*le. — Supposons (pje l'on ait a = «**0 = 20(é"’, = D; on a 


,r = 200 cos , 


r — — 20 sin , 


la période est T = 20-:: = 02,8 secondes. 

Supposons qu’en outre de la force attractive proportionnelle à la distance, 
le point matériel soit soumis à une résistance proportionnelle à la vitesse, on 
peut représenter la projection de cette force par — 2mbv, h ayant comme a la 
dimension de l’inverse d’un temps, et cette représentation est valable quel que 
soit le sens du mouvement. L'éipiation ditlerentielle du moinemeni esl alors 

(4) + = 

elle est du second ordre à coefficients constants; son équation caractéristique 
r- H- 2hr -h = D a ses racines réelles si 6>- a, égales si h — «, imaginaires 
si h < (7, ce qui est le cas le plus fréquent dans les applications. 

Lorsque b < a, les racines de l’équation caractéristi<|ue sont 

— bzt.i\/ a - — b - ; 

la solution générale de l’équation ditï’érentielle est 

X = cos y/ a- — -f- C sin y/a^ — b-l), 

C, et Ù, étant deux constantes arbitraires. Si l’on exprime que pour l = (I on a 

(Ix ^ 

X ~ xo et — — {’o^ on trouve les valeurs de Ci et en fonction des conditions 

initiales, et la solution prend la forme 


^‘/ Xo cos y/a'^ — h^t H- sin y/ a- — b-t \ . 

' y — /j“ / 
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Gomme dans le cas précédent, on peut mettre la parenthèse sous la 
forme sin où a, = v/a“ — l’amplitude et la phase 9 étant 

données par 




(^0 


sin <p == Xq, 


Xe cos ^ = 


vq -t- bxp , 


on a alors, pour exprimer la loi du moiivemenl et la vitesse, 

,r = e~^'Kx^ sin (a, / -4- :p), 

V — cos (ait 4- cp) — b sin (a^l 4- 'f)]. 

La vitesse s’annule et change de signe aux instants donnés par 




auxquels correspondent pour æ des valeurs maxima ou minima ; l’intervalle entre 
deux de ces instants consécutifs est — • On voit que le mouvement est perio- 

2ti: 

dique, la [lénodp (Haut T, = — ; U-s nscillations ont des amplitudes allant en 

fli 

diminuant, par suite de la présence du terme qui tend vers zéro quand le 
temps t augmcnt(' indéfiniment. 

La d\iréo Tj des oscillations complètes avec amortissement est inférieure à 
T, durée sans amortissement, mais l’écart est en général faible, car on a 




1 ÿ 

2 a- 


3 6'^ 

8 ■ 


si l’on néglige les puissances de — d’exposant égal ou supérieur à 4 , et si l’on 
2~ ^ 

remplace a par on a avec une approximation suffisante 


’-l'H©']' 


T, - T 


1 . 

2 \2V ’ 


en supposant par exemple que 6 = on voit que l'erreur relative commise 

10 

en remplaçant Tt par T est de l'ordre d’un demi-centième. 

Les élongations successives sont égales aux valeurs absolues dex lorsque 
la vitesse s'annule, c’est-à-dire lorsque k-K, k prenant les valeurs 

successives 1, 2 ; les abscisses correspondantes sont 

\Xf,\~ jx/f .V i] ; 


ces élongations forment une progression géométrique, car la différence 
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est constante ; la raison de la progression est e 2 ; la connaissance de 

cette raison et de la période Ti permet de calculer le coefficient d'amortis- 
sement b. 

Les deux autres cas sont moins importants que celui des vibrations amor- 
ties. Si b_— O, les racines de l’équation caractéristique sont égales à — a, -Kit 
la solution générale de l’équation dift’érentielle est 

X — -{-‘(Vo -f- flX())/j . 

Si b >> «, les racines de l’équation caractéristique sont réelles et négatives, 
la solution générale de l’équation dilTérenlielle est 

X = ch y/ b ^ — H- Ca sh \^b'^ — a-t\ ; 

en fonction des données initiales, cetle solution a la forme 

X — Xq cil 1 / b^ — a'H -f- sh y/ b^ - - a-/ 1 • 

I y/ 62 -fl^ I 

Dans ces deux cas, on peut voir, en étudiant la vitesse, que celle-ci 
s’annule au plus une fois et que le point matériel s’approche finalement de 
l’origine ; le mouvement est apériodique. 

54. Mouvement vibratoire IroubiOpar une force périodique. — Suppo- 
sons qu’un point matériel se déplaçant sur 0.r soit soumis, outre l'attraction 
proportionnelle à la distance, à une force périodique, dirigée suivant Ox, et 
égale à me sin «>/, c ayant la dimension d’une accélération, et (o la dimension 
de l’inverse d'un temps ou d’une vitesse angulaire. S’il n’y a pas d’amortisse- 
ment, l’équation du mouvement est 

dl~ ~ ^ ’ 

on obtient la solution générale de cette équation en ajoutant à la solution 
générale de l’équation sans second membre une solution particulière de l’équa- 
tion complète. Si a w, on sait qu’il existe une solution particulière de la forme 
a sin to)f P cos «U, et l’on obtient les coefficients a et [i en écrivant que l’équa- 
tion est satisfaite par cette solution, c’est-à-dire que l’on a identiquement 
a(a^ — (o^) sin oU -f- p(o^ — w*) cos lof]— c sin o)/. 

Les termes en sin w/ doivent avoir les mêmes coefficients dans les deux 
membres, de même les termes en cos w/ ; on a donc a(a* — = c, p — 0, d’où 

l’on tire la solution de l’équation 

X = Cl cos at -h Ci sin at -H — ~ — - sin lol ; 

a* — <0* 

on calcule facilement Ci et C> au moyen des conditions initiales. 
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Lorsque a est peu diHéretit de w, le dernier terme représente une oscilla- 
tion de grande amplitude, qui peut avoir une importance prépondérante. 
Lorsque a est égal à w, le calcul précédent n’est plus valable, et il faut cher- 
cher une solution particulière de la forme a/ sin (.>< -f cos ; en écrivant 
que l’équation est satisfaite identiquement par cette solution, on trouve a = 0, 
— = c, d’où la solution générale 

X ™ Cl cos (üt Ci sin l cos mI ; 

2 <«> 

le dernier terme représente une oscillation dont la phase est —, et dont 

l'amplitude croît indéfiniment avec le temps. On dit dans ce cas qu’il y a 
synchronisme ou résonance. 

Dans la pratique, il y a toujours un terme d'amortissement, et l'équation 
dilVérentielle du mouvement est de la forme 


(/r- 


-h 26—- f a^x 
(Il 


c sin (.)/ ; 


<ot n'est jamais égal à une racine de l’équation caractéristique, et l’on peut 
toujours obtenir une solution particulière de la forme a sin cos wl. En 

écrivant qu elle satisfait identi(|uement à l’équation, on trouve 

— (i>-)a — 26(0^ — c, (a^ — - h 26o>a =■ 0, 

^ _ c(q2 — 0)^) ^ 2j^.c 

“ («2 _ oV-^)2 H- 462<o8’ ‘ -il dh./ 

On obtient ainsi une solution particulière qui, dans les applications, est plus 
importante que la solution générale de l'équation sans second membre, car 
celle-ci a des amplitudes qui tendent vers zéro en raison de l'amortissement. 
L'amplitude de la solution provoquée par la force périodique est égale à 
--rz:rrrz:rrr ^ : — - -- ct peut devenir asscz grande lorsque a — w et 6 sont petits. 

Le cas où a = m est celui du synchronisme ; la solution particulière est 


elle a (>our phase ^ par rapport à la force périodique, et son amplitude est 

d’autant plus grande que 6 est plus petit ; on est amené à augmenter le coef- 
ficient d’amortissement pour diminuer cette amplitude qui peut devenir dan- 
gereuse. 


r»o. Mouvement ciirvillyue d’un point pesant. — Dans un espace assez 
restreint, la direction et l’inlensité du champ de la pesanteur peuvent être 
considérées comme constantes si l’on néglige la résistance de l’air ; il résiilte 
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des considérations du ti" 48 que la trajectoire est une courbe plane dont le 
plan passe par la verticale de la position initiale et parla vitesse initiale. Il en 
est encore de même lorsque l’on introduit une résistance fonction de la vitesse 
et dirigée en chaque point suivant la tangente à la trajectoire, car les forces 
restent toujours dans le plan précédent. Nous supposerons dans ce qui suit que 
l’on néglige la résistance de l’air. 

Prenons pour origine la position initiale, pour axe Oty la verticale ascen- 
dante, pour axe Ox riiorizontale dirigée suivant la composante horizontale de 
la vitesse initiale ; désignons par la grandeur de cette vitesse, para 1 angle 
qu’elle fait avec Oa;; les composantes de la vitesse initiale sont l’o cos a et 
ï’o sin a. Les équations du mouvement sont 


0^) 


TÎ = «. 


(IHj 

iii^ 


— 9^ 


d’où, par intégration et introduction des conditions initiales. 


(«) 

O) 


(Ix 


- î’o cos a, 


dl 

X — cos a. 


fhi 


dt 


- r„ sin a, 


r — f' »'oi 


,l sin a. 


On peut dire que le mouvement résulte d'un mouvement rectiligne et uni- 
forme de vitesse Oo suivant la direction de la vitesse initiale et d’un mouve- 
ment vertical descendant uniformément accé- 
léré, sans vitesse initiale. 

Ou obtient l’équation de la trajectoire en 
éliminant l entre les équations (G), ce qui donne 
la relation 

; 

cos'^ a ’ 



(S) 


y —x\g X- 


elle représente une parabole à axe vertical, ren- 
contrant l’axe Ox en des points d'abscisses 
sin 2a 


j : = 0 , æ ~ ~ 


9 


■; on obtient les coordon- 


nées ./'i, l/l de son sommet en cherchant dans 

‘‘y. 


quelle condition y est maximum, ou bien en annulant ce qui donne 


Vq sin g 
9 


Le paramètre de la parabole est p ^ 


sin 2a 

' 

vf. cos- a 


— , de sorte (jue l’ordonnée de 


sa directrice D, égale à yi~h ^ — est indépendante de a (/n/. 41). 
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Si l’on se donne t'o, et si l’on cherche la valeur qu’il faut donner à a pour 
que la parabole passe par un point donne y), il faut résoudre l’équation 

(8) par rapport à a ; en remplaçant — ^ par i -f- tg- a, et ordonnant l’équation 
par rapport à tg a, elle s’écrit 

gx^ tg‘“ « — 2vlx tg a -f- gx~ --h 2v^y = 0. 


Pour que ses racines soient réelles, il faut que l’on ait 


d’ou 


~ gxXgx- - 4 - 2v^/) 


y< 



2r/ 


gx^ 

“'o 


0 , 


il faut que y soit, po\ir chaque valeur de x, inférieure à l'ordonnée d’une para- 
bole 1* tra(;éo en pointillé dans la ligure 41 ; cette parabole a comme foyer l’ori- 
gine et comme tangente au sommet la directrice comnmne à toutes les trajec- 
toires ; par tout point intérieur à P passent deux trajectoires, par tout point de 
P une seule et par tout point extérieur ne passe aucune trajectoire ; P est appelée 
parabole de sûreté ; on voit facilement qu'elle est tangente à toutes les tra- 
jectoires et qu elle est leur enveloppe. 


5(». Mouvement d’an point matériel attiré par un centre fixe propor- 
tionneUement à la distance. — Le mouvement a lieu dans un plan passant 
par le centre et la vitesse initiale. Si celle-ci passe 
elle-même par le centre, le mouvement est recti- 
ligne et se confond avec le mouvement vibratoire 
simple étudié au n" o.3. Si la vitesse initiale ne 
passe pas par le centre fixe, nous prendrons le 
centre comme origine O, l’axe Ox passant par la 
position initiale Ao (/ig. 42), l’axe 0^ perpendi- 
culaire à Ox dans le plan passant par O et la 
vitesse initiale ; nous désignerons par Vo la gran- 
deur de cette vitesse et par Tjo l’angle qu’elle fait 
avec OAo- Si la force agissant sur un point A tel 
que OA -- r a pour valeur absolue ma'^r, ses pro- 
jections sur les axes sont — rna-x, — nia^y^ et les équations du mouvement 
sont 

d^x „ d^y .. 



La solution générale de ce système est 

X — Cl cos at -f- Ci sin at, i/ = C3 cos al C4 sin al ; 
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on détermine les constantes en fonction des conditions initiales en exprimant 
que pour < = 0, a: est égal à £Co, y est nul, et les composantes de la vitesse sont 
t)o cos rio, Vo sin rio, ce qui donne les équations 

Cl — Xü, C3 = 0, aCo = Vq cos Y)o, aC* = Vo sin r^(, ; 
on en déduit les expressions dex et y, 

X — Xft cos cos >10 sin a/, y — sin y,o sin al. 

a 'a 

L’élimination du temps, résultant de l'introduction dans l'identité 
sin’* ai t cos- al — \ 

des valeurs de sin al et de cos al tirées des relations précédentes, conduit n 
l’équation de la trajectoire, qui est 

(x — y cot g vin)’* ^ y- ^ ^ . 

'= 

la trajectoire est une ellipse qui a pour centre l’origine O, et pour demi- 
diamètres conjugués le rayon vecteur initial OAo et le segment OB,, égal à 

porté par une parallèle à la vitesse initiale ; c’est ce que montreraient du 
reste les équations du mouvement si l’on prenait comme axes de coordonnées 
le rayon vecteur initial et la parallèle menée par le centre à la vitesse 
initiale. 

Les coordonnées x ei y sont des fonctions périodiques du temps ; la durée 

de la révolution est T -- —• 
a 

Le mouvement a lieu suivant la loi des aires, et le moment du vecteur 
vitesse par rapport au point O est constant ; si V est le vecteur vitesse d’un 
point A de la trajectoire, p la distance de l’origine à ce vecteur et ri l’angle 
qu’il fait avec OA, on a 

vp vr sin r) = v^pa — Voro sin rio- 

Si l'on trace le demi-diamètre OB conjugué de OA, on sait, d’après un 
théorème d’Apollonius, que Faire du parallélogramme construit sur OA et OB 
est constant, c’est-à-dire que l’on a 

OA . OB sin ri = OAo • OBo sin t,o = sin % : 
on en conclut que OB ~ v = a . OB, ce qui permet de construire graphi- 
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queinent la vitesse du mobile au point A. On peut ajouter <|ue l'hodographe 
est le lieu d’un point B' situé sur OB et tel (juc OB' = a . OB ; elle est donc 
une ellipse homothétique à la trajectoire. 

La trajectoire peut être un cercle ; il faut et il suffit pour cela que Tou ait 

et Vf, «ro. 


57. Etude en coordonnées polaires du mouvement produit par une lorce 
centrale. — 11 semble naturel d'étudier au moyen des coordonnées polaires r, 
0 le mouvement d’un point soumis à une force dont la direction passe par le 
centre O ; on utilise pour cela les projections de l'accélération sur le rayon 
vecteur Or et sur la perpendiculaire Op à ce rayon vecteur; ces projections 
ont pour valeurs, d’après les formules (3) et (4) du n" 25, 


d-r 

dt^ 





t d / .,(/6 \ 

r dty'dtj 


<)ue 


^0. 


Projetons l’égalité géométrique L = m.l sur l'axe Op. Puisque la force P 
est centrale, sa projection est nulle ; il en résulte que mve — suite 

d { ,J0\ 

L’expression r* a donc une valeur constante ; (foù 
' dt 

0 » 


Cette équation est d’ailleurs l'intégrale des aires. 

Projetons maintenant Légalité F = m.l sur l’axe Or ; nous obtenons 



Les équations (9) et (10) sont les équations du mouvement. 

Dans le cas où la force F a une intensité qui ne dépend que de la valeur 
(le r, on a F = Fr~^(r), (m sorte que le travail est égal à cp(r)(/r ; il 

existe alors une fonction des forces égale ^ ^ J ^ P^^® 

l'intégrale des forces vives est 


ou bien 
(H) 


~ 2<l»(r) =s C’* = v~ — 2<l>(ro), 


dr'^ -I - 
(/P 


== 2‘F(r)-H A, 
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h étant une constante ; en remplaçant ^ par ^ , 

" al r- 


on obtient une relation qui 


n’est autre que l’intégrale première de l’équation (iO). 

Enfin une troisième méthode consiste à déterminer d’abord la trajectoire 
du mobile ; on cherche pour cela une relation entre r et 6 en éliminant 
le temps entre les équations (9) et (10) ; on écrit 


tir dr d(} ^ C dr (' ^ 

df dh dt r- r/0 </Ô 


d~ — 

d-r jt/ l dr\ ç[6 r 

dt- d(}\dl) dt du- r-’ 


et l’on arrive à l’équation suivante due à Hniel : 


( 12 ) 






lorsqu'on l'a intégrée, les équations (9), (10), ou (11) permettent ensuite 
d’exprimer r et 0 en fonction du temps, dès lors de déterminer la loi du mou- 
vement. 

Le même calcul d'élimination de t entre l’intégrale des aires et celle des 
forces vives (11) donne l’équation 

(13) = +t]=2.K,-) + /.. 


58. Exemple. — Attraction en raison inverse du carré de la dis- 
tance. — ^ous poserons 'f(r)= jx étant un coefficient constant ; nous 
chercherons la tiajectoire en utilisant la relation (12), qui donne 


(14) 


t/2-* 

r 

~dr- 


’c-' 


Nous avons une équation différentielle à coefficients constants, dont l’in- 
tégrale générale est 

1 


(15) 


- = ^ -H Cl COS 0 -f- Ci sin 0 ; 


elle représente une conique ayant pour foyer l’origine. 
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Nous serions arrivés au même résultat en calculant la fonction des forces 



et intégrant l'équation (13). 

Pour préciser la nature de la trajectoire, nous devons exprimer tes 
constantes C, et au moyen des conditions initiales, qui sont la position et la 
vitesse initiales : en écrivant que pour l ~ 0 la valeur (15) de r est égale à Tq, 
et la valeur (13) de v- est égale à on trouve les relations 



<l’où l’on tire les valeurs de Ci et C 2 et celle de r donnée par 


1 = 

r G" 




la constante C étant égale à l'orosinrio. 

Si nous comparons cette équation à celle d'une conique de foyer O, dont 
le paramètre /), l’excenlricité e, l’angle a de l’axe local avec üxsont mis en 
évidence et qui s’écrit 


^ — 1 g cos ( Q — g) _ ^ 
r “ P P 


?cosa . , esina . . 
cos 0 - I sm S, 


nous voyons que les éléments et la trajectoire sont donnés par 


d’où 


J {X e cosjc ^ _ l'»- e sin a / 1 

~ G'’ P ~ n C'^’ P ~ V C2 

' (x’ 'b r„C* P 


Ija nature de la conique dépend du signe de e- — 1 ou de 



suivant que la vitesse initiale est inférieure, égale ou supérieure à i 7 ^) lîi 

V ^0 

trajectoire est une ellipse, une parabole ou une hyperbole ; ce résultat ne 
dépend pas de la direction de la vitesse initiale. Nous pouvons ajouter que la 


constante h de l’intégrale des forces vives est précisément égale à OjJ — et 

^0 

que, dans le cas d’une trajectoire elliptique, le demi grand axe a a pour 
valeur 
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Pour que la trajectoire soit un cercle, il faut et il suffit que les constantes 
et C 2 soient nulles, ou que l’on ait 


J 

r„ 



on en déduit d'une part que vl doit être égal à d'autre part, en remplaçant 

f' 0 

la constante des aires par le moment de la vitesse initiale par raf)port au 
centre, ou par l’o^osinTrjo, que l’on doit avoir 

^ 0 , sin^ r,o = 1 , 

c’est-à-dire que la vitesse initiale doit être perpendiculaire au rayon vecteur 
initial, ce que l'on pouvait d’ailleurs prévoir. 

Pour trouver la loi de variation de r en fonction du temps, nous utilise- 
rons l’équation des forces vives, et nous y remplacerons v'^ par 


•qui est égal à 


O- 



nous aurons ainsi l’équation dilférentielle 


dry — C; 2u. 
Jl) ■ 


Nous achèverons le calcul, en supposant que la trajectoire est une 
ellipse ; nous supposerons qu’à l’instant initial le mobile est au sommet le plus 
rapproché du centre d’attraction, et nous exprimerons toutes les constantes au 
moyen du coefficient ,u., du demi grand axe a et de l’excentricité e ; d'après ce 

que nous avons vu, /i a pour valeur — ü, et G'^ est égal à a/? = 1 — e'^); 

nous aurons ainsi l’équation 


rdr 

dt \/ — (a — ry 

Au début du mouvement, r est minimum, puis croit avec le temps; on 
doit donc prendre le signe H- devant le radical ; pour eiïectuer l'intégration, 
on change de variable en posant a — r~ae cos «, d’où 

r = a(l — e cos li), dr — aeüwudu. 



et l’équation se transforme dans la suivante 



90 DYNAMIQUE 

dont l'intégrale est (en remarquant que u s’annule avec t) 



— U — e sin u. 


On désigne ordinairement par n le eoefticient de t au premier membre ; 
on a donc les équations 


(16) u — esinu = n/, /• = a(l — ecosw); 


la première, appelée équalion de Kepler, permet de calculer u en fonction 
de t et la seconde donne r ; la (piantité u — esinn, dont la dérivée est tou- 
jours positive, est une fonction croissante de n, et prend la valeur nt pour une 

et une seule valeur de u ; lorsque u varie de 0 à 2tz, l varie de 0 à T = —, r 

n 

d'al)(»rd égal à a(l — e) croit, passe par un maximum a(l -h e), décroît et 
reprend à la fin sa valeur initiale ; le mobile décrit ainsi l’ellipse tout entière 
une seule fois pendant le temps T, puis continue son mouvement d’une manière 
périodique en décrivant de nouveau l’ellipse dans le même temps T, et ainsi 
de suite. 

L’angle u, qu’on appelle anomalie excentrique, n'est autre que le para- 
mètre angulaire cp du point de l’ellipse ou passe le mobile, car si est l’abs- 
cisse de ce point comptée à partir du centre de la courbe, on sait que l’on a 
.T| = a cos et r = a — ex — a(t — e cos 

Quant à la variation de 0 en fonction du temps, elle est donnée par 
ré()uation de la trajectoire 

r = P 

1 -f- e cos 0 1 -4- e cos o’ 


<pii donne, en exprimant r au inoven de m, 

, a(\ — e-) r cos u — e 

cosO = ^ — , - 

er 1 — e cos u 


lin calculant tg 


0 



— cos 0 
) ' eus o’ 


on trouve 


(ÏL) 



de sorte qu’il est possible de calculer h pour chaque valeur de t. 


59. Applieaüoii au iiiouvenieiit des planètes autour du Soleil. — Kepler 
a déduit des observations faites par Tycho-Hrahé les lois suivantes ; 

1” La trajectoire d'une planète est une courbe plane et les aires balayées 
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par le rayon vecteur allant du centre du Soleil au centre de celte planète 
sont proportionnelles aux temps employés à les décrire. 

2“ La trajectoire du centre d’une planète est une ellipse dont le centre 
du Soleil occupe un foyer. 

B'’ Les carrés des temps des révolutions sidérales des différentes pla- 
nètes sont proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites. 

De ces lois, Newton a déduit celle de la force qui produit le mouvement 
des planètes ; de la première, qui est la loi des aires, on déduit (|ue la force 
passe constamment par le centre du Soleil ; de la deuxième, qui est la loi du 
mouvement elliptique, on déduit la valeur de la force ; l’équaticn (12) donne 
en effet 



et si Ton y remplace r par- -» on trouve c&(r) — ; on pose 

^ ^ ‘ 1-I-ecosO ^ pri * 

G2 jX 

— = [X, ce qui donne cp(r) = — ; la force est attractive et sa valeur abso- 

lue est celle de m'^(r), c’est-à-dire m étant la masse de la planète ; on 

voit qu elle est en raison inverse du carré de la distance. 

Pour interpréter la troisième loi de Kepler, remarquons que la constante 
des aires est le double de l'aire balayée par le rayon vecteur dans l’unité 
de temps, ou le double du quotient de l’aire balayée dans un tem|)s quel- 
conque par ce temps ; si nous envisageons l’aire de relli|)sc entière, elle est 
égale à r.ab, et est décrite dans le temps T d’une révolution sidérale ; la 

constante des aires C est donc égale à “"y-; le eoefticient [x d’attraction est 
égal à 

- ^ ^ 

■!> - T.-’ 

en vertu de la troisième loi de Kepler, cc coefficient est une constante ayant 
la même valeur pour toutes les planètes. On peut donc énoncer cette loi : 

Chaque planète est sollicitée vers le centre du Soleil par une force pro- 
portionnelle à sa masse et en raison inverse du carré de sa distance à ce 
centre. 

Cette force est égale à p. ayant la même valeur pour toutes les 
planètes. 

Inversement, si f’on part de cette loi et si l'on cherche la loi du mou- 
vement du centre d’une planète quelconque, supposée seule en présence du 
Soleil, on a à résoudre le problème du n® précédent, et l’on retrouve comme 
V^OGT et Menthé, — Méca. 7 
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conséquences les lois de Kepler ; les équations (IG) et (17) permettent de déter- 
miner à chaque instant la position du centre de la planète. 

Newton a étendu la loi précédente au mouvement des comètes, dont la 
trajectoire peut être une ellipse, une parabole ou même une hyperbole ; il l’a 
étendue au mouvement des satellites, par exemple à celui du centre de la 
Lune autour du centre de la Terre ; il a remarqué que la force attractive 
exercée par la Terre sur la Lune est de même nature que celle que la Terre 
exerce sur toute masse placée près de sa surface et tombant en chute libre. 
En effet, soit «i le rayon de l’orbite lunaire supposée circulaire, et Tj le temps 
de la révolution sidérale de la Lune autour de la Terre ; une masse placée 
au centre de la Lune subit de la part de la Terre une force attractive égale à 


[Ami 

«î 


4Tt‘‘^ai nty 

__ 


1Î“ 


nii ; 


la même masse placée près de la surface de la Terre, à une distance de son 
centre égale au rayon H de la Terre, subit une force attractive qui, comme 
nous le verrons plus tard, diffère très peu du poids m,c/ ; le lapport de ces 

„ I / I ' 

forces est égal a — ; 

I iq 

' 2x10’’ m 

8984.‘L60 secondes, U par- en mètres et q par 9,8 — on constate 


en remplaçant par GOH, Ti par 27j7‘*43"‘' ou 


que te rapport est à peu près égal au rapport des carrés des distances 
Il et ai ', un calcul plus rigoureux justifie complètement l’hypothèse de Newton. 

Newton a été ainsi amené à énoncer la loi de la gravitation universelle 
qui s’exprime ainsi : 

Si deux points matériels quelconques de masses m et ni' sont placés à 
une distance r l’un de l'autre, chacun d’eux est soumis à une force dirigée 

vers l autre et égalé a ' — 7 ;- • 


Le coelfieient /’ a la même valeur pour tout Tunivers et est égal, dans le 
système C. G. S., à 67.1ü~“. 



(JIAPIÏRE IX 


ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT D’UN POINT MATÉRIEL SOUMIS 
A DES LIAISONS 


60. Forces de liaison. — Lorsqu’un point matériel n’est pas susceptible 
de se déplacer d’une manière quelconque dans l’espace, on dit qu’il est soumis 
à des liaisons. Les exemples les plus fréquents sont les suivants; 

1® Le point est assujetti à rester sur une ligue; un petit anneau entourant 
une tige mince ou bien une petite sphère placée dans un canal de même dia- 
mètre en oH’rent des exemples. La ligne peut être invariable ou se déplacer et 
même se déformer dans la suite du temps suivant une loi donnée. 

2** Le point est assujetti à rester sur une surface ; une petite sphère 
placée entre deux surfaces parallèles dont la distance est égale au diamètre de 
la sphère en dire un exemple. La surface peut être invariable ou se déplacer 
et se déformer dans la suite du temps suivant une loi donnée. 

3*^ Le point est assujetti à rester d’un seul coté d’une surface, et peut se 
déplacer soit sur celte surface soit dans une des régions de l’espace limitées 
par elle ; une petite sphère placée dans une cavité limitée par une svirface, un 
point matériel attaché à l’extrémité d’un fil inextensible de masse négligeable, 
dont l’autre extrémité est fixe, en offrent des exemples; dans le second cas le 
point matériel peut rester sur une sphère dont le centre est le point fixe elle 
rayon la longueur du fil, il peut rentrer dans l’intérieur de cette sphère si le 
fil cesse d’être rectiligne et tendu. 

4“ Comme cas particulier, si le point matériel reste de lui-même dans 
un plan fixe, et est assujetti à rester d'un côté d’une surface, on peut 
dire qu’il reste d’un côté de la ligne section de la surface par le plan 
fixe. 

Dans les deux premiers cas, on dit que la liaison est hilalérale ; dans les 
deux derniers, qu’elle est unilatérale. 

Supposons qu’un point matériel A, de masse m, occupant des positions 
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successives de l’espace ne puisse se déplacer dans toutes les directions autour 
de ces positions ; l’accélération J de son mouvement (mille s'il reste en repos) 
no satisl'ait pas généralement à l’égalité géométrique m.l = F, où F désigne la 
résultante des forces données appliquées au point; par définition, on appelle 
force de liaison le vecteur Fj qu’il faut adjoindre à F pour que l’on ait à chaque 
instant l’égalité géométrique 

(1) mS=F-+-V\. 

Celte égalité permet de déterminer la force de liaison à chaque instant si 
le mouvement du mobile est connu. Tout se j)asse comme si ce mobile était 
libre, la liaison étant supprimée, et s’il était soumis à la résultante de FetFi; 
011 dit encore que la force Fi remplace la liaison. Dans le cas où le point reste 
sur une ligne ou sur une surface, on dit que F, est la réaction de la ligne ou 
de la surface sur le point matériel ; en vertu du principe de l’égalité de l’action 
et de la réaction, la force égale et opposée à la réaction Fi est l’action du 
point sur la ligne ou la surface ; on peut remarquer qu'elle est la résultante 
de F et de la force d’inertie ( - ni.j); on l’appelle souvent pression. Dans le 
cas où le point est à l’extrémité d’un (il inextensible, et que celui-ci esl tendu, 
on peut dire (|uc la force de liaison Fi remplace le (il ; la force égale et 
opposée à F, est l’action du point matériel sur le (il, cl elle représente la ten- 
sion du lil à son extrémité. 

Dlaçons-nous dans le cas d’un point assujetti à rester sur une ligne ou sur 
une surface ; rexpéricnce montre que dans les cas usuels la direction de la 
réaction Fi s’écarte peu de celle d’une normale à la ligne ou à la surface, et 
(ju’elle s’en rapproche d’autant plus que les corps en contact sont })lus polis. 
A la limite on suppose (jue la réaction est normale, on dit alors que les corps 
sont |)arfaitcment polis et (jue les liaisons sont sans frottement. Lorsqu’on ne 
se place pas dans ce cas, on dit qu’il y a frottement; la réaction peut être 
décomposée dans une force nonnale à la courbe ou à la surface et une force 
tangcnticlle ; on constate que cette dernière esl en sens contraire du mouve- 
ment qui a lieu ou qui (end à se produire; cette force; langentielle constitue 
la force de frottement. 

Supposons maintenant que la liai.son soit unilatérale et que le point ne 
[misse se déplacer que dans une région limitée par une ligne ou une surface. 
S’il est sur la limite, son action sur la ligne ou la surface doit être une force 
pressante, dirigée vers l’extérieur de la région où il peut rester; la réaction, 
c'est-à-dire la force de liaison, est égale et contraire à l’action ; elle doit donc 
être dirigée vers l'intérieur de la région. Lorsqu’on veut étudier l’équilibre ou 
le mouvement d’un point soumis à des liaisons unilatérales, on suppose qu’il 
est placé sur la limite de la région permise; on introduit la force de liaison, 
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et l’on fait l’iiypothèse que cette force est dirigée vers rintéricur ; on déve- 
loppe les calculs et l’on détermine ensuite la force de liaison; si elle ren)[)lit 
bien les conditions introduites au début, la solution trouvée convient an pro- 
blème posé et le point reste sur la courbe ou la surface ; si le calcul final 
indique que la force de liaison est dirigée au contraire vers rextérieur, la 
solution trouvée ne convient pas, et il faut supposer que le point se déplace en 
quittant la ligne ou la surface; il se comporte alors comme un point libre, et 
la force de liaison n’exisie plus. C’est lorsque la réaction s’annule (jue l’on 
passe d'une hypothèse à l’autre et <[ue le problème change de nature. Les 
memes considérations s’appliquent à l’étude du mouvement d’un point maté- 
riel placé à une extrémité d’un lîl flexible et inextensible dont l’autre extrémité 
est fixe ; pour que le fil reste tendu, il faut (jue la tension soit dirigée vers le 
prolongement du fil, ou que la force de liaison soit dirigée du point matériel 
vers le point fixe. 

Nous allons résoudre quelques problèmes, en supposant que les liaisons 
sont sans frottement; nous examinerons plus loin le cas où il y a frottement. 

<>1. Equilibre d’uii point matériel mohile sans frottement sur une ligne 
ou une surface fixes. — Nous pouvons supposer (jue le point est libre à condi- 
tion de remplacer la liaison par la réaction de la ligne ou de la surface ; il est 
en équilibre dans une position Â si, placé au repos dans cette position, il y 
reste au repos ; il est nécessaire et suffisant pour cela (pie renscinhle des fonees 
données et de liaison qui lui sont appliquées admette une résultante nulle. 

Il faut et il suffit dès lors que la résultante F des forces données et la force 
de liaison Fj soient égales et directement opposées. Comme Ki est par hypo- 
thèse normale à la ligne ou à la surface, il faut que F lui soit également nor- 
male, et cette condition est suffisante, car si elle est remplie, il existera tou- 
jours une force Fi égaie et opposée à F ; F, sera la réaction, et F sera la 
pression. 

On voit que l'on obtiendra les conditions d’équilibre en exprimant que la 
résultante des forces données est normale à la ligne ou à la surface, ou que la 
somme de leurs projections sur la tangente à la ligne ou le plan tangent à la 
surface est nulle. Par exemple, si un point assujetti à rester sur une surface 
est soumis à une seule force émanant d’un centre fixe, ses positions d’équi- 
libre seront les pieds des normales abaissées du centre sur la surface. 

On dit qu’une position d’équilibre A est stable si, en plaçant le point 
matériel sans vitesse initiale dans une position A' voisine de A, le mouve- 
ment qu’il prend le maintient dans une région très petite entourant le point A; 
dans le cas contraire, on dit que . A est une position d'équilibre instable. 
C’est par l’étude des petits mouvements ou par l’application d’un théo- 
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rème général dont nous parlerons plus tard qu’on se rend compte de la 
stabilité de l’équilibre; on peut cependant dans certains cas simples utiliser 
des remarques évidentes. Si l’on suppose par exemple un point mobile sur 
une ligne et en équilibre dans une position Â, on étudie la résultante des 
forces qui lui sont appliquées lorsqu’on le place dans une position voisine A', 
et l’on évalue la projection de cette résultante sur la tangente en A' ; si 
cette projection est dirigée de A' vers A, l’équilibre est stable en A, sinon il 
est instable. 


62 . Mouvement d’un point sur une ligne. — La méthode générale consiste 
à utiliser l’équation géométrique fondamentale 

( 1 ) '• ml = F -h K 

comme si le point était libre, et soumis à l’action de la résultante F des forces 
données et à la force de liaison F,. Si, par rapport à un système d’axes fixes, 
ic, y, Z désignent les coordonnées du mobile, X, / ; Xj, V,, Zj les projec- 
tions de F et de Fj, la relation (1) se traduit par les équations 


(-0 


(Px 
m - , 

r'r! 

(ît- 

(iH 


= x + x,, 

= V f- V,, 
-Z + Z,; 


en leur adjoignant les relations définissant la ligne, et la condition pour que la 
force Fl lui soit uoriuale, on a le nombre voulu d’équations pour calculer en 
fonction du temps les coordonnées du mobile et les projections Xi, Y,, Zi de 
la force de liaison inconnue. 

Généralement, les coordonnées x, i/, c des points de la ligne s’expriment 
au moyen d'un 4 )aramè(re, que nous appellerons y (et qui peut être l'arc ou 
l’une des coordonnées), par des fonctions (pouvant renfermer le temps si la 
ligne est mobile); nous pouvons supposer que les projections X, Z de la 

force V sont exprimées au moyen de q et dans certains cas de et de l. La 


condition pour que la force de liaison soit normale ii la ligne s’exprime par 
l’équation 


(3) 


Oq àq Oq 


L’élimination de X,, V,, Z, entre les relations (2) et(3) fournit l'équation 


( 4 ) 


^ ^ 4_ ^ -4- Z - - 

\df:^ dq (U- ^q dt^ ^q) * hq hq bq^ 
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qui conduit à une équation différentielle du second ordre entre le paramètre q 
et le temps t ; elle sert à déterminer le mouvement du mobile. Lorsqu’on a 
effectué l’intégration on obtient la solution générale 

q = !•’((, C„ C.) 

exprimant y au moyen du temps etde deux constantes arbitraires ; celles-ci peu- 
vent être déterminées au moyen des conditions initiales, par exemple la posi- 
tion initiale et la vitesse initiale du point matériel. Lorsque q est ainsi déter- 
miné, on peut calculer les coordonnées æ, ;i/, z du mobile ; enfin les équations 
(2) fournissent les projections de la force de liaison. 

Dans le cas assez rare où la ligne est donnée par l’intersection de deux 
surfaces dont les équations 


(5) f{x, y, z) = 0, 1 /, z) 0 

peuvent renfermer le temps, nous remarquerons que la force de liaison Fi en 
un point doit être contenue dans le plan des normales aux deux surfaces en 
ce point ; ses projections i)euveut donc s’exprimer sous la forme 


(B) X,= 










Zi- 






où X et jx sont deux paramètres encore inconnus ; en les transportant dans les 
équations (2), nous obtiendrons les relations 


(J) 


d^x ùf bï» 

dl- ùx* ôx 


[ m ■== Y -F X 
dl- 


d^z . b/- 

d/2 ùz 


;.5î. 

àz 


Les équations (7) et (a) conslitucnt cinq équations permettant de calculer 
X, y, z, puis X et en fonction du temps et de deux constantes arbitraires ; le 
problème est ainsi résolu. 


OîL Cas où la ligne osl fixe. Cas particulier d’un point pesant, — Lorsque 
la ligne est invariable, elle constitue la trajectoire du mobile ; il est alors 
avantageux d’employer les équations intrinsèques du mouvement (n" 46) ou le 
théorème des forces vives (n" 50). 

Les équations intrinsèques sont obtenues en projetant l’égalité géomé- 
trique mj — F -H- F, sur la tangente, la normale principale et la binomiale à la 
trajectoire en chaque position du mobile ; la projection de la force de liaison 
F, sur la tangente est nulle ; nous désignerons par Fi„ et Fib ses projections 
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sur la normale principale et la binormale ; les trois équations intrinsèques du 
mouvement sont dès lors (n'’ 46) 

(8) = m- = F, + F,., 0 = F„ + F,„; 

la première sert à déterminer la loi du mouvement, les deux autres servent 
ensuite à déterminer la force de liaison au moyen de ses projections sur la 
normale principale et sur la binormale à la ligne donnée en chaque point. 

Le théorème des forces vives s’applique au mouvement du point matériel, 
que l’on peut supposer libre et soumis à l’action de F et Fj ; la liaison étant 
sans frottement, \!t force de liaison Fi est constamment normale au déplace- 
ment de son point d’application et son travail est nul ; on peut donc écrire la 
relation de l’énergie cinétique en ne conservant que le travail de la force F, 
sous la forme dilférentielle ou la forme finie : 

t 

(9) -- (iTravail de F - Vtds = \dx -h YJy -f- Zr/r, 

(10) ~fn(y^ — Vf,) = Travail de. F ' / l\ds= ( \dæ -\-\dy -\-7 aIz. 

2 J H A„ 

La forme finie (10) est très utile lorsqu’il esl possible d’évaluer le travail 
de la force F sans connaître le mouvement, en particulier lorsque cette force 
ne dépend que des coordonnées y, z du mobile ou du paramidre q qui fixe 
sa position sur la trajectoire, ou bien encore lors(jue cette force dépend d’une 
fonction des forces. ISous pouvons ajouter que la rnchercbe de la force de 
liaison F, exige que l’on revienne ensuite soit aux équations générales (2) soit 
aux dernières équations (8). 

Il faut bien remar<iuer que les équations (8), (9), (10) ne sont valables que 
si la ligne donnée est fixe, car dans le cas contraire la force Fi n'est pas nor- 
male à la trajectoire du point matériel. Il est facile de montrer, par un raison- 
nement analogue à celui du n" 50, que l’équation (4), la première des équa- 
tions (8) et l’équation (9) rentrent l’une dans l’autre. 

Nous allons appliquer le théorème des forces vives à l’étude du mouve- 
ment d’un point matériel mobile sans frottement sur une courbe fixe sous 
la seule action de la pesanteur. 

Nous prendrons, sauf avis contraire, comme direction de l’axe Os celle de 
la verticale ascendante ; les projections de la force appli(|uée au point matériel 
sont alors X — 0, Y = 0, Z — — mq ; l’équation (10) donne alors la relation 


A ni (ü2 ~vl) = J ldz = — mg {z — Zq), 
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ou 

(M) v^ = vl-+‘2g(zo-z). 

En posant a = Zo -4- on peut récrire sous la Cornie 

2.7 

(12) v^=r-2g(a-~z). 

Les coordonnées ar, y, z des points de la ligne donnée sont des fonctions 
connues d’un paramètre q, qui est souvent la coordonnée z ; le premier mem- 

alors sous la forme ^ l'équation difTérentielle du mouvement est 

(13) v/'K?)'^==±V^3jr(a — i). 

OÙ Z est urfè fonction connue de q ; les variables se séparent immédiatement, 
et l’on peut par une quadrature calculer l en fonction de </, d’où inversement 
q en fonction de t et d’une constante arbitraire qui peut être déterminée au 
moyen des conditions initiales ; le problème est ainsi résolu. 

Il y a lieu de préciser le signe que l’on doit choisir devant le radical qui 
entre dans l'équation du mouvement. La fonction est toujours positive 
et, au début du mouvement, z, égal à z,j, est égal ou inferieur à a, les radi- 
caux sont donc réels ; lorsque t croit à partir de zéro, le sons de la vitesse ini- 
tiale, ou du mouvement qui commence, permet de dire si q croit ou décroit; 
dans le premier cas, on prendra le signe I deyant le radical, dans le second 
cas le signe — , et l’on conservera ce signe tant que la vitesse ne s'annulera 

[las ; cela ne peut se produire 
que si z prend la valeur a. 

Si, en suivant le sens du 
mouvement, zne peut jamais 
atteindre la valeur a, ce qui 
a lieu par exemple quand tous 
les points de la ligne sont au- 
dessous du plan de cote a 
{fig. 43), le mouvement conti- 
nue sans arrêt toujours dans 
le même sens ; dans le cas 
particulier où la courbe est 
fermée et tout entière au-dessous de la cote a, le mobile repasse à son point 
de départ et, d’après rêquation (12), y reprend sa vitesse initiale; le mouve- 
ment est révolutif et les révolutions successives ont la même durée. 



bre de l’équation (12), c’est-à-dire la somme 
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Si, en suivant le sens du mouvement, z atteint la valeur a en un point Ai 
où la tangente à la courbe n’est pas parallèle au plan xOy (fig. 44), le mo- 
bile décrit l’arc AoAt en un temps fini. Pour le voir, nous supposerons que le 



paramètre q est l’arc s de la courbe 
compté à partir de Aq positivement dans 
le sens du mouvement initial, et nous 
appellerons .Vi la longueur de l’arc AoAi ; 
l’équation (12) donne 

. 

J '» \/ 2g (a — z) 

Z étant supposé remplacé par sa valeur 
en fonction de s. 


Le temps employé par le mobile pour parcourir l’arc AoAi est égal à 
l'intégrale prise entre les limites 0 et ; le dénominateur de l’élément diffé- 
rentiel s’annule pour z — a, c’est-à-dire pour .ç = .s',, mais le rapport 

rapport des dérivées ^ n’est pas nul pour s — la 
tangente en Ai n’étant pas horizontale ; par suite le dénominateur est d’ordre 
infinitésimal par rapport à rinfiniment petit principal s^ — s et l’intégrale 


de 0 à 5, est finie. 

Lorsque le mobile arrive en A,, sa vitesse s’annule ; mais la compo- 
sante tangentielle Fi de la force à laquelle il est soumis n’étant pas nulle, le 
point se met en mouvement et z décroît à partir de a ; il y a changement de 
sens du mouvement, donc changement de signe de la vitesse ; il faut modifier 
le signe du radical de l'équation (13) et intégrer l’équation ainsi transformée ; 
le mobile se déplace de Aj vers A», et ne s’arrête que si z peut reprendre la 
valeur a ; cela peut ne pas avoir lieu, ou bien peut se présenter pour un 
point Ao. Si la tangente en ce point n'est pas horizontale, le mobile s’arrête 
en Ao, |)uis revient de A 2 vers Ai, s’arrête en Ai et ainsi de suite. 

Le mouvement est alors constitué par une série d’oscillations de Ai à Ao et 
de Ao à Al, et l’on peut vérifier que ces oscillations ont la même durée; cela 
résulte encore de la remarque suivante : les vitesses que possède le mobile 
lorsqu’il passe en un point A sont égales et de même signe, ou égales et de 
signes contraires, suivant le sens de son mouvement, car elles sont égales à 


±:\/’2g{a — z). 


Supposons enfin qu’en suivant le sens du mouvement initial, z puisse 
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atteindre la valeur a en un point A, où la tangente à la trajectoire est hori- 
zontale ; nous allons montrer qu’en général le mobile s’approche de Ai mais n’y 
parvient qu’au bout d’un temps infini. En reprenant le raisonnement du cas 

précédent, et supposant que le paramètre q soit encore l’arc s, le rapport - — - 

s \ — s 

tend vers zéro en même temps que sa dérivée par rapport à 5 , , lorsque 

as 

Z tend vers a (en vertu de la règle de l’HapUat) ; on peut donc écrire 
a~ Z = cp(.sX«i — «)" 

où n est supérieur à runité, et où ne s’annule pas pour 5 = 5 ,; dès lors 
(= 

' “ v/2ÿi> (*)(«, — »)" 

Si n <; 2, l’intégrale reste finie quand s tend vers 5i ; mais si n ^ 2, l’inté- 
grale devient infinie ; c'est ce qui a lieu dans le cas d’un cercle, et générale- 
ment dans le cas d’une courbe quelconque dont le point A| n’est pas un point 
singulier. 


64. Pendule simple. — Considérons un point matériel de masse m assu- 
jetti à rester sur un cercle de centre O cl de rayon / placé dans un plan ver- 
tical {ficf. 45) et soumis à la seule action de la pe- 
santeur. La liaison peut être réalisée soit en plaçant 
le point à l’extrémité d'une lige rigide OA de masse 
négligeable, de longueur l, dont l’autre extrémité 
reste fixée en O, le point A est alors assujetti à 
rester sur le cercle ; soit en remplaçant la tige par 
un fil inextensible de longueur l -, si le fil est tendu, 
le point reste sur le cercle, mais si le fil n’est pas 
tendu, le point peut se déplacer à l’intérieur du cercle 
et la liaison est unilatérale. Dans ces deux cas on 
dit que l’on a réalisé un pendule simple. 

Nous prenons l’origine au point O, l’axe Oz vertical dirigé suivant la 
verticale ascendante et l’axe Oæ horizontal dans le plan du cercle, comme 
paramètre de déplacement l’angle z'OA formé {)ar le rayon OA avec la verti- 
cale descendante ; 011 a alors 



: l sin 




- 1 cos 0. 


Nous allons établir l’équation du mouvement en supposant que le point 
matériel ne quitte pas le cercle ; quelle que soit la nature de son mouvement, 
révolutif ou oscillatoire, nous sommes certains qu’il passe par le point le plus 
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bas Aû (le sa trajectoire ; nous pouvons supposer, sans nuire à la généralité, 
que l’on prenne ce point comme origine des arcs, comme origine du temps 
l’instant où le mobile passe en Ao, et que sa vitesse initiale Vo en ce point soit 
dirigée dans le sens des arcs croissants, celui de Oj; vers Oz. 

Si l’on utilise la première des équations intrinsèques (8), on doit prendre 
s = /O, et la projection de la force de la pesanteur sur la tangente en A 
dans le sens des arcs croissants a pour valeur 

F, c cos ^0 — mff siti 0 ; 

l’équation du mouvement est alors 

(14) - mÿsinO, - J sin 0. 


Si Ton utilise l'équation des forces vives (11) ou (12) on doit y remplacer 


V par 2 par — l cos 0, 2 ,, par — l tît a par 20 l ; on a alors l'équation 


(15) 




la dérivation de cette équation (15) conduirait du reste à l’équation (H); elles 
jouent le même rôle dans l'étude du mouvement. 

L’intégration de Tune ou de l’autre des équations précédentes ne peut se 
faire à l’aide des fonctions élémentaires et exige l’introduction des fonctions 
elliptiques ; un cas simple est celui où Vo est très petit; d’après l’équation (15), 
la vitesse s'annule pour une valeur de 0 très petite, (juc nous appellerons a et 
qui est donnée par 

(16) v~4fy/sin-| ; 


le rnouveiiient est oscillatoire, les oscillations sont de faible amplitude et l’on 
peut dans une première approximation remplacer sinO par 0. En faisant ce 
changement dans l'équation (14), elle devient 


équation ditlérentielle du second ordre dont la solution générale est 
0 = Cl eos y/ ^ \/ ? 

G| et C, étant des constantes. En écrivant que 0 est nul à l’instant initial et a 
pour maximum a, on obtient la solution particulière 
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le mouvement est oscillatoire entre les anj^les a et — a ; il est périodique ; la 
durée d’une oscillation simple s’obtient en écrivant que l’angle sons le signe 


sinus varie de — à^j et elle est égale à T = TTi / -- ; la durée d’une oscilla- 
tion double, qui est celle de la période du mouvement, a pour valeur 
~ ; ces durées sont indépendantes de l’amplitude a, ce qui montre que 

les très petites oscillations du pendule sont isochrones. 

Lorsque Vq a une valeur quelconque, c’csl l’équation (15) que nous utili- 
serons; le mouvement est révolutif ou oscillatoire suivant que le plan de cote 

a = Zo-f-^= — ne coupe pas ou coupe le cercle, c’est-à-dire sui- 

^9 '^9 

vant que a est supérieur ou inférieur à l ou bien r,, supérieur ou inférieur 
à 2^Jl. 

Dans le premier cas, le mouvement est révolutif; la durée du mouvement 
entre le point A,, et un point A quelconque est fournie par l’intégration de 
l’équation (15), qui donne 

J. làH 


* 


— 2r//(l — -cosO) / , , , • 20 


le changement de variable sin-^ ~ u conduit, pour 0 compris entre 0 et tî, à 
la formule 

'lldu 21 du 

“ /(I Z-T0(r^ y/(t _ u2)(l 

où et l’on est ramené à une intégrale elliptique; la durée de la 

révolution s’obtient en elfccluant l’inlégralion par rapport à 0 entre les limites 
0 et 2t: ou bien en cflectuanl l’intégration par rapport à u entre les limites 0 
et 1 et doublant le résultat. 

Dans le deuxième cas, le mouvement est oscillatoire entre des angles a cl 
— a fournis par l’équation (tb); en introduisant cet angle dans l’équation (17), 
elle devient 


2 y/ sin^ ^ — sin® 


le changement de variable sin — = « sin y conduit, pour 0 compris entre Oet 
a, à la formule 


V/(l — u2)(1 — k^u'^) 
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>ù h — sin 


: ; on est encore ramené ü une intégrale elliptique. La 


durée du mouvement entre le point Ao le plus bas et le point Ai correspon- 
dant à l’écart maximum s’obtient en elîectuant l'intégration par rapport à 0 
entre 0 et a, ou bien par rapport à u entre 0 et i ; la durée d'une oscillation 
simple en est le double et la période du mouvement, ou durée d’une oscillation 
double, est deux fois plus grande. 

Les tables de fonctions elliptiques permettent de calculer l’intégrale 
J U — k^u'^) 

pour chaque valeur de A: ; en l'absence de tables, on pept développer K en 
série ordonnée suivant les valeurs de k ; nous allons cflectuer le calcul en 

partant de l’équation (18) et posant sin =sin~sin cj-, ce qui conduit à 


V .7 /i . • a • » r .7 \ - / 

i / 1 1 sin- -sin-<p 

Eu développant en série la puissance d’apres la formule du binôme géné- 
ralisée, on a 


1 — sin'^ : sin- ; 


! , 1 . „ a . O 1 . , a . , 

1 r - : sni- -- sin- O sur ^ - sin^ cù +• 

2 2 ‘2.4 2 


pour obtenir la durée du mouvement de Ao à A|, il faut intégrer par rapport à 
cp entre 0 et™; on est ainsi conduit au calcul des intégrales détînies de 
siu^ cp, sin^ cp, ... entre ces limites; on saitque 


I sin"”'.po 


1 . a . n . . . (2n — 1) TT 


2 . 4 . G . . . 2n 


ou en conclut que la durée T d’une oscillation simple, égale au double de l’in- 
tégrale de la série, a pour valeur 




Lorsque a est très petit, on peut remplacer le sinus par l’arc ; si l’on 
néglige alors les puissances de a d’exposant égal ou supérieur à 4, on obtient 
la formule 




donnant une approximation suffisante dans les applications usuelles. 
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Nous avons encore à envisager le cas intermédiaire où le plan de cote a 
est tangent au cercle, ce qui a lieu quand V(^==i2s/çjl ; l'équation (17) devient 
alors 


2 


on voit bien que t augmente indéfiniment quand G s’approche de rc, c’est-à- 
dire quand le mobile s’approche du point le plus haut du cercle. 

Nous allons calculer la force de liaison F, en utilisant la deuxième des 
équations intrinsèques (8) ; la réaction du cercle, comptée positivement vers le 
centre O, est égale à 




„ mv^ . 2mr/(a — z) 

= — 4- mg cos 0 — — - 

P t .1 

Si l’on désigne par P la valeur absolue du poids mg du 'point matériel, 


mgz 

l 


Vi- 


, 2a 


Examinons le cas de la liaison unilaléralc, 1c point matériel pouvant se 
déplacer sur le cercle ou dans son intérieur, et étant lancé du point Ao le plus 
bas avec une vitesse tangentielle iv, ; il restera sur le cercle tant que Fi aura 

2 

une valeur positive, c’est-à-di»e tant que z sera inférieur à a. 

Si a est négatif, cette condition est toujours remplie, car z est inférieur 
à a ; si fl est positif, s peut atteindre la valeur | a, à la condition que celle-ci 
soit inférieure à / ; on arrive donc aux conclusions suivantes : Le point restera 
sur le cercle si fl<C0 ou c’est-à-dire si est inférieur à 2gl ou 

supérieur à Vtgl. La force de liaison s’annulera si a est positif et inférieur 
à-— f, c’est-à-dire si t'- est compris entre 2gl et ^gl; 

dans ce cas, le point atteindra sur le cercle un point A' 
2 

de cote — fl, pnis quittera le cercle et décrira alors une 

parabole intérieure au cercle comme un point pesant 
(fig. 46) ; cette parabole sera tangente au cercle an point 
A', car la vitesse du mobile est la même sur les deux 
trajectoires en A' , elle lui est de plus osculatrice, car la 

l;2 

deuxieme équation (8) devient, lorsque Fi==0, m— — F„; elle est valable 

P 




H 2 dynamique 

en A' pour le cercle et la parabole ; comme la vitesse est la même, les deux 
courbes ont même rayon de courbure, et elles sont dès lors osculatrices. 


65. Mouvement d’un point sur une surface. — Comme au n" 62, la 
méthode générale consiste à utiliser Tégalilé géométrique mJ = F-hFi, qui 
se traduit par les équations 

(2) m^|^=X + X., = mg = Z + Z., 

à leur adjoindre l'équation de la surface f(x, y, z) = 0, celle-ci pouvant ren- 
fermer le temps, et les conditions CAprimant que la force de liaison est nor- 
male la surface ; on peut écrire que Xi, Y|, Zj sont proportionnels aux déri- 
vées de f par rapport cà r, y, z ou bien que l’on a 


X étant un coeflicient inconnu ; on a ainsi autant d’équations qu’il en faut pour 
déterminer en fonction du temps les coordonnées æ, y, z et le coefficient X, 
d’où l’on déduit la force de liaison. 

Exemple. Mouvcmenl (Vun point matériel assujetti à rester sur un 

plan incliné fixe et soumis à la seule 
action de la pesanteur . 

Prenons pour origine la position 
\ ^ initiale du mobile (/?y. 47), l’axe des 

" suivant la normale au plan, dirigée 
vers le haut, l’axe des x suivant l’ho- 
ri/ontale du point O et l’axe des y 
suivant la ligne de plus grande pente 
du plan, dirigée aussi vers le haut ; 
*'ir- désignons par i l'angle du plan donné 

avec le plan horizontal ; les projec- 
tions du poids sont 0, — my sin i, — my cos ï, celles de la force de liaison 
sont 0, 0, Fl, les équations du mouvement sont 


d^y 

m-~ ~ - 
dl^ 


- — my cos i -f- F’j ; 


l’équation de la surface est z -- 0. Les deux premières équations sont iden- 
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tiques à celles du mouvement d’un point pesant libre (n® 55) dans lesquelles 
on remplacerait çj par g sin t ; le mobile se déplace suivant la ligne de plus 
grande pente d’un mouvement uniformément varié, ou bien décrit une para- 
bole dans le plan. La troisième équation, où l’on fait z 0, donne 
F, mg cos / = P cos i. 

Revenons à l’étude générale. Lorsque la surface donnée est fixe, les équa- 
tions générales peuvent être utilement reinplacées, coniine dans le cas d’une 
ligne fixe, par des équations particulières. Les écpiations intrinsèques sont 
moins avantageuses (lue dans le cas d’une ligne, parce que la trajectoire du 
mobile n’est pas connue à l’avance; elles peuvent fournir cependant des ren- 
seignements intéressants, et nous allons indiquer comment elles s'appli(juent au 
problème actuel. 

Soient (Jig. 4K) A une position quelconque du mobile, L sa trajectoire 
^ Q située sur la surface, AT, AN, AR la tan- 

\ gente, la normale principale et la lûnormale 

à L, .\0 l''t normale à la surface, AP la per- 

/ 7 pendieulaire à AT dans le plan tangent à la 

y J / surface, et 0 l’angle des deux normales AN, 

^ V AQ. La force de liaison Fi est dirigée sui- 

^ L/ vant la normale AQ ; nous désignerons par 

Fig, 4S. F/, Fp, F,/ les projections de la force F sur 

AI’, AP, AQ. 

f ilv 

Le système des trois vecteurs égaux à ni m - , 0 et portés par AT, 

AN, AB est équivalent au système des deux vecteurs F et h’, ; nous écrirons 
que les projections de ces deux systèmes sur AT, AP, AQ sont respectivement 
égales, ce (pii fournit les tiois relations 

(19) m. . = ht) sm 0 — F,,, cos 0 F, -f- F , ; 


ce sont les trois écpiations intrinsèques du mouvement. La dernière permet de 
calculer la force de liaison ; on peut mettre cette équation sous une autre 
forme en introduisant le rayon de courbure R de la section normale de la sur- 
face par le plan T'.AQ ; d’apri's le théorème de Meusnier, on a p = Il cos 0 ; la 
dernière équation s’écrit alors 

Mentionnons le cas particulier où aucune force F n’agit sur le point matériel ; 

on a alors = 0,1e mouvement est donc uniforme; puis sin 6 = 0, le planoscula- 

cll 

teur à la courbe est donc en chaque point normal à la surface. Cette dernière pro- 
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priôté caractérise les lignes de la surface appelées géodésiques ; on démontre 
qu’une ligne géodésique passant par deux points de la surface est plus courte 
qu'une ligne voisine passant par les deux points, comme cela a lieu pour les 
droites d’un plan et les grands cercles d’une sphère. 

Le théorème le plus utile pour l’étude du mouvement d’un point sur une 
surface fixe est celui des forces vives, parce que la force de liaison est constam- 
ment normale à la trajectoire de son point d’application et que son travail est 
nul ; il suffit donc d’écrire les équations (9) ou (10). Si l’on peut calculer le 
travail sans connaître le mouvement, en particulier si la force F ne dépend 
que de la position du mobile et dépend d’une fonction des forces, on obtient une 
intégrale première du mouvement. 

66. Mouvement d’un point matériel sur une surface de révolution. Cas 
d’un point pesant. — Le théorème des forces vives ne donne qu’une équation 
indépendante de la force de liaison ; une deuxième équation est nécessaire 
pour déterminer le mouvement. Un cas important, où il est facile de former 
cette deuxième équation sans recourir à la méthode générale, est celui où la 
surface est de révolution ; la force de liaison rencontre l’axe de cette surface, 
et son moment par rappetrt à cet axe est constamment nul. Il suffira donc 
d’appliquer l’équation du moment de la quantité de mouvement par rapport 
à cet axe (n“ 47), 

Il y a alors avantage à prendre comme axe des s l’axe de la surface et à 
utiliser les coordonnées semi-polaires r, 0, z ; l’équation du moment cinétique 
s’écrit alors 



N étant le moment de F par rapport à Oz. Avec les memes coordonnées, 
l’énergie cinétique du point est 

1 1 dr^ dz^ 

^ 

et le travail élémentaire de la force F a pour valeur 

\dx -H Yt/ty Zdz — (xY — yX)(/0 -4- Zc/z = Nf/9 -+• Zûfz ; 

enfin l’équation de la surface est de la forme f(r, z) — 0. En utilisant l’équa- 
tion des forces vives, soit sous forme diflérentielle soit sous forme finie, on a 
ainsi trois équations permettant de calculer r, z, 0 en fonction du temps ; l’une 
des équations générales ou la troisième des équations intrinsèques permet 
ensuite de trouver la force de liaison. 

Un cas particulier que l’on rencontre fréquemment est celui où la force F 
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rencontre constamment l’axe ou lui est parallèle ; son moment N est alors nul, 
et l’équation (20) conduit à une intégrale première qui n’est autre que la loi 
des aires relative au mouvement de la projection du mobile sur le plan xOy ; 
cette intégrale est 

(21) r»^ = C = r„i;„cos(V„,T.), 

la constante C étant le moment constant de la vitesse par rapport à l’origine, 
ou bien encore, comme on le voit facilement, le produit parle rayon vecteur r 
de la projection de la vitesse V sur la tangente au parallèle de son point 
d’application ; si (V, T) est cet angle, on a bien 

G -= rü cos (V, T) — roOo cos (Vo, To). 

L'équation de l’énergie cinétique se simplilic parce que 'N ~ ü, et s’écrit 

c?~7nu^ — Zt/z. 


Si Z ne dépend que des coordonnées du mobile, on peut intégrer les deux 
membres, et écrire 


( 22 ) 


_Lm(î)2 — ii;0 = y Z</z = U(r, 0, s) — lI(ro, 0„, z,,), 




0, z)-U(ro, z,)]. 


En adjoignant à (21) et (22) l’équation de la surface f{r, z) = 0 on a trois 
équations entre r, 0, z et f ; on peut alors diriger le calcul de différentes façons ; 
si l’on élimine z et ty on a l’équation différentielle de la projection sur le plan 
des xy de la trajectoire du mobile ; si l’on élimine au contraire 0 et r ou z, on 
obtient z ou r en fonction du temps, et l’équation (21) donne ensuite 0. 

C’est généralement ce dernier procédé que l’on emploie lorsque l’axe de 
la surface est vertical et que le point est soumis à la seule action de la pesan- 
teur ; alors Z = — mg^ Ü = — m^rz, et l'équation (22) devient 


dr^ -è- r^dQ‘^ dz“ 




on peut mettre le second membre sous la forme 2^ (« — z), comme au 
n” 63. En remplaçant ~ par sa valeur tirée de (21), on obtient 


(23) 




on exprime généralement r en fonction de z, et l’on obtient une équation dilïé- 
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renticlle de la forme 

dont rint6g;ration se ramène anx quadratures ; on trouve ensuite r par l’équa- 
tion de la surface, et 0 par l’équation (21). Remarquons que ^ garde un signe 

constant; par suite le mouvement angulaire de la projection du mobile a tou- 
jours le meme sens. 



67. Pendule sphérique. — Nous allons appliquer ces considérations à 
l’étude du mouvement d’un point matériel assujetti à rester sur une sphère de 
centre t) et de rayon /; comme au n® 64 nous prendrons comme origine le 
point 0 et comiiKC direction de Oz celle de la verticale ascendante; l’équation 
de la surface est 

qui donne rdr — — zclz ; en remplaçant r et dr parleurs valeurs dans l’éffua- 
tion (23), on a l'équation ditlérenticlle 




dont nous désignerons le second membre par <^(z) ; on en tire 


Au début du mouvement, le signe à prendre devant le radical est celui de 
'•> donné par les conditions initiales, sauf si la vitesse initiale est 

horizontale; nous examinerons plus loin ce cas particulier ; on conserve ce 
signe tant que ne s’annule pas, c’est-à-dire tant que z n'al teint pas une racine 

du polynôme .p(z). Lors(|ue z atteint une telle racine, il passe par un maximum 
ou un minimum, et sa variation change de sens; il faut changer le signe du 
radical, et utiliser la nouvelle équaticm jusqu’à ce que z passe de nouveau par 
une racine du polynôme, et ainsi de suite, 

La quadrature qui donne l en fonction de z ne peut être etTecluée à l'aide 
des fonctions élémentaires et se ramène à des intégrales elliptiques ; il est 
passible cependant de préciser l’allure du mouvement en recherchant les 
racines de 


<?(=) = 2sf(a 


-I- 2gr(z. - z)J(Z^ - z*) - - z>5 cos'^ ( V„, T„). 
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Nous supposons que Sy n’est pas égal à±:/ et que la vitesse initiale n’est 
pas tangente au méridien, sinon le mobile se déplacerait suivant un grand cer- 
cle de la sphère comme un pendule simple ; nous supposons aussi que la 
vitesse initiale n’est pas tangente au parallèle de la position initiale, de sorte 
que l'angle (Vo, To) n’est pas égal à 0 ni à tt. L’équation c(^(s) = 0 a scs trois 
racines réelles, car les résultats de substitution de — a;, — /, 4- /, -4- oc 

ont respectivement les signes de 

— 00 , — vl(l- — Z, 3) sin-2 (Vo, To), -|- oo ; 

l’équation a donc une lacine réelle z, comprise entre — / et Zo, une autre 
comprise entre Zo et /, et une troisième supérieure à /. 

Si, pour lixer les idées, la vitesse initiale est dirigée vers le bas, z décroît 
de Zo à Z,, puis croît de z, à za, décroît ensuite de z-, à Zi et ainsi de suite ; le 
mouvement se fait donc entre les deux parallèles de 
cotes z, et z>> suivani la trajectoire AoAiA-oAÎAj ... qui 
est tangente à ces deux parallèles (fig. 49 ). Comme 
nous l'avons remarqué, 0 varie toujours dans le même 
sens ; on peut constater facilement que deux arcs 
consécutifs tels que A,A2, AjAI sont symétriques par 
rapport au méridien du point Aj et sont parcourus 
dans des temps égaux. 

Si la vitesse initiale est dirigée suivant la tan- 
gente au parallèle initial, sin (Vo, To) est nul et Zo est 
racine de l'équation 'f.(z) = 0 ; celle-ci aune autre racine Zi ou z.> comprise 
entre — / et Zo ou entre Zo et / ; z reste com|)ris entre Zo et cette autre racine, 
et la grandeur de celte dernière indique quel signe on doit prendre devant le 
radical au début du mouvement. 

Un cas imi)ortant est celui où Zo est racine double de l’équation '{-(z) = 0 ; 
il faut d’abord pour cela que sin (Vo, T„) soit nul, puis(|uc Zo annule la 
dérivée 

»'(=) = - - 24'’n + 2 !,(Zo - î)J. 

c’est-à-dire (juc l’on ait 

U^Zo -H g(l‘^ — zl) — 0, i;;-; = 

-0 

ce qui exige que Zo soit négatif. Comme on a dans ce cas 

et que z — Za est négatif, cette égalité ne peut avoir lieu que si z reste 
constamment égal à Zo, comme on devait s’y attendre puisque Zi et z^ 




118 


DYNAMIQUE 


deviennent égaux à So î 8e plus n reste constamment égal à Vq et le mobile 
décrit d’un mouvement uniforme le parallèle du point initial ; on dit que le 
mouvement est stationnaire, 

La détermination de la force de liaison Fi se fait soit par la troisième 
équation intrinsèque, soit par la troisième équation générale du mouvement, 


dh 


dl^ 


Î = Z + Z,; 


le premier membre se déduit de l’équation 

qui, dérivée par rapport à /, fournit la relation 

au second membre, Z est égal à — mq — — P, et Zi est égal à — ; on 
déduit de là, tous calculs faits. 


C’est la meme formule que celle qui a été établie dans le cas du pendule 
simple (ii° 64) ; nous pourrions eu tirer les mêmes conséquences. 

Dans le cas où le |)oinl materiel s’éloigne très peu du point le plus bas de 
la sphère, on peut étudier son mouvement d’une manière approchée suffisante 
dans la pratique. Prenons comme origine O' le point de la sphère de cote 
— /, comme axes 0'.r'i/'z' deux droites rectangulaires situées dans le plan tan- 
gent à la sphère, et le rayon du point 0' ; les cosinus directeurs de la nor- 
, — oc' - y ' l : 
l ’ l ' 


male en un point sont 
mouvement sont 


; il en résulte que les équations du 


d\v' 

d'^ii' 

d'^z' 

^" dt^ “ 


— mg -t- Fi ~ 


L’équation de la surface æ'- + 2 '^ — 2/s' = 0 donne 

z'^l — . 

En supposant très petites les coordonnées x', y' et négligeantleurscarrés, 
on voit que z' est négligeable, ce qui revient à remplacer la surface par son 
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plan tangent en O' aux environs de ce point ; la troisième équation donne alors 
Fl = mg et les deux autres deviennent 


d^x' — qx' 
dl^~ l * 


^ = — g.v' • 

dC^ l ’ 


leur solution générale est 

x' = Cl cos Ca sin y/ ^ 

y' = Cs cos < -h C-, sin y/ ■'J t \ 

on voit que le point matériel décrit une ellipse de centre O, et la durée de sa 

révolution est 27 : 4 cette durée est la même que dans le cas du pendule 
simple. ’ ^ 


68. Equilibre et mouvement d’un point qôné en tenant compte du frot- 
tement. — Considérons un point matériel assujetti à rester sur une ligne ou 
sur une surface et soumis à Faction de forces dont la résultante est F ; nous 
supposons qu’il peut seulement glisser sans rouler, comme le ferait un petit 
cube posé sur un plan avec lequel il reste en contact par une face. 
Comme nous l’avons dit au n" 60, la force de liaison Fi n’est normale à la 
ligne ou à la surface que dans le cas limite où les surfaces en contact sont par- 
faitement polies ; dans la réalité Fj est inclinée sur la normale, et peut être 
décomposée en deux forces, l’une N normale, l’îuitre T 
tangentielle (fig. 50), cette dernière étant appelée force 
de frottement. Les expériences faites dans les cir- 
constances habituelles ont conduit aux résultats sui- 
vants : 

Si un point matériel au repos est soumis à une 
force F variable en grandeur et direction et s’il reste en 
équilibre, la force Fi est égale et opposée à F; l’équi- 
libre subsiste tant que la force de frottement T est égale 
ou inférieure à /"N, et le mouvement commence dès que T >/">{, f étant un 
coefficient constant appelé coefficient de frottement au départ. 

2® Si un point matériel est en mouvement, la force de frottement T est 
dirigée suivant la tangente a la trajectoire, dans le sens opposé à la vitesse, 
et l’on a T = /"'N, f étant un coefficient constant appelé coefficient de frotte- 
ment pendant le mouvement. 

Les coefficients f et f sont, dans les limites ordinaires, indépendants de 
la grandeur des forces ainsi que de la vitesse du mouvement; ils sont aussi 
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inHépendants de rétendiie des surfaces en contact, mais ont des valeurs carac- 
téristiques de la nature de ces surfaces ; ils sont ordinairement peu différents 
Tun de rautre, f étant légèrement inférieur à f, et nous admettrons qu’ils 
sont égaux pour des surfaces de meme nature. Ces résultats supposent toute- 
fois que les surfaces sont nettes et sèches ; si elles sont humides ou graissées, 
les lois du frottement ne sont plus les mêmes, on conserve toutefois le nom de 
coefficient de frottement au quotient des deux composantes T et N. Par exem- 
ple pour des surfaces métalliques nettes et sèches, f est compris entre 0,11) et 
0,2(1; pour des surfaces lubrifiées par la graisse ou l’huile, / est compris entre 
0,03 et 0,03. 

Remarquons qu'à la limite de l’équilibre, et pendant le mouvement, la 
force de liaison Fi fait avec la normale un angle cp et <juc tg'.;; f ; est appelé 
anffle de frollcment \ par exemple pour /'= 0,15 on a <{/ — 8''3(l'. Pendant le 
repos, F| fait avec la normale contenue dans le plan TAFi un angle inférieur 
ou au plus égal à l’angle de frottement. Celte remaniuc permet de résoudre 
géométriquement certains problèmes d’équilibre d’un point sur une surface ; 
comme la résultante F des forces données est alors égale et opposée à Fj. h’ 
doit SC trouver à l’intérieur ou sur la surface d’un cône dont l’axe est normal 
à la surface, et dont les génératrices font avec celle normale un angle égal à 
l’angle de frottement; ce cône est appelé cime de frollcment. H faut de plus 
remarquer que si la liaison est bilatérale, F, qui est une force pressante, doit 
être dirigée vers l’extérieur de la région où peut se dé[)lacer le point matériel ; 
le cône de frottement a alors une seule nappe ayant pour axe la normale 
extérieure. 

I.i’étude du mouvement d’un point matériel lorsqu’il y a frottement est un 
problème généralement coinpli(|ué, sauf dans le cas où l’on sait (|ue la trajec- 
toire est rectiligne ; on [)eut utiliser soit les é(piations générales soit les équa- 
tions intrinsèques ; l’équation de l’énergie cinétique, n'élimine pas la force de 
liaison, car cette force travaille. Fa force de liaison doit satisfaire à la condi- 
tion que sa composante tangentielle T est égale à /"N, et est portée par la 
tangente à la trajectoire, en sens contraire de la vitesse. 

69. Equilibre el inoiiveinenl d’uii point pesant posé sur un plan incliné. 
-- Fludions ré(iuilibre d’un point A soumis à son poids P et à une force don- 
née Q. 

Nous utiliserons la remarque relative au cène de. frottement, et nous dis- 
tinguerons deux cas suivant que l’angle i du plan incliné avec le plan hori- 
zontal est inférieur ou supérieur à l’angle de frottement. 

Dans le premier cas, i < cp (/ïr/. 51), le poids P est intérieur au cône de 
frottement ; le point est déjà en équilibre sous la seule action de son poids ; 
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Dans le second cas, i ' 
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si l’on introduit une autre force Q, pour qu’il y ait équilibre il faut et il suffit 
que l’extrémité I'’ du vecteur résultant de Û et 
O soit intérieure au cône de frotteiuent ; il 
suffit donc de Joindre P à un point quelconque 
F inlérieur à ce cône, et de tracer le vecteur AQ 
égal et parallèle à PF. On peut remarquer que 
les plus petites forces provoquant le mouvement 
vers le bas ou le haut sont égales et parallèles 
aux normales !‘Fi et Pis menées de P à la sur- 
face du cône ; les forces ainsi obtenues 0 i et (j, 
sont dans le plan vertical contenant la ligne do 
plus grande pente et font avec celte ligne un 
angle égal à l’angle 9 de frottement. 

' ?(A.7- ''<^cleur P est extérieur au cône de 

frottenmnt ; le point matériel n’est pas en équi- 
libre sous l’action de son pi>ids. Si l'on joint le 
point P à un f)oint quelconque F inférieur au 
cône, le vecteur O égal et parallèle à l*F main- 
tiendra le point en é(|ui 1 ibre ; si l'on trace les 
normales au cône PF,, PFo issues de P, les 
vecteurs Q, et O.^ égaux et parallèles à ces nor- 
males représentent la plus petite force empê- 
chant le point de glisser vers le bas, et la plus 
petite force produisant le mouvement vers le 
haut ; 0 , et Q.j font encore l’angle ^ avec, la ligne 
de plus grande [)enlc. 11 faut toulcfois que Fjsoit 
sur la nappe du cône placée au-dessous du i)lau. 
Nous allons indiquer comment on peut résoudre par le calcul le problème 
précédent en supposant, pour simplilier, (jue 
0 soi! dirigée suivant la ligne de plus grande 
pente d\i plan ; nous choisii ons l’axe des x 
suivant cette ligne, vers le haut et l’axe des 
y suivant la normale au plan (Jiy. h3) ; nous 
introduirons les deux composantes T et N 
de la force de liaison F, et nous écrirons que 
le système des forces Q, F, est en équi- 
libre en annulant la somme de leurs projec- 
tions sur Ox et 0 ^, ce qui donne 




Q -f- T — P sin t = 0 , N — P cos i = 0. 
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En écrivant que T est compris entre — /*N et -f- /"N, nous aurons des iné- 
galités fournissant les conditions d’équilibre ; il est avantageux d’écrire que T 
est égal à ^N, f\ pouvant varier de — ce qui donne 

P sin i — Q = /iP cos i, Q = P(sin i — fi cos i). 

Nous allons en dernier lieu étudier le mouvement d’un point posé sur un 
plan incliné, soumis à la seule action de la pesanteur, et animé d’une vitesse 
initiale nulle ou dirigée suivant une ligne de plus grande pente du plan; le 
mouvement se fait alors sur cette ligne, car les forces et la vitesse initiale sont 
dans le plan vertical qui les contient. 

Il faut distinguer deux cas suivant le sens du mouvement ; si celui-ci a 
lieu vers le bas, la force de liaison Fi est placée comme dans la figure 53 ; elle 
fait avec la normale un angle égal fï l’angle de frottement cp ; si le mouvement 
a lieu vers le haut, la force de liaison est de l’autre côté de la normale, en fai- 
sant encore avec celle-ci un angle égal à ^ ; nous choisirons généralement les 
axes comme dans la figure 53. 

cas : Mouvement vers le bas. — Les équations du mouvement sont 

(1-æ A' n 

m -7 7 — 1 — P sin t, m - 7 = N — P cos i ; 

(II- ’ 


l’équation de la surface y — 0 donne N = P cos i; et la force de frottement est 
alors égale à T = /'N = /"P eos t; on en déduit l’équation du mouvement 

d^x / • • r -N sin(i — !X<) 

= — f/(siu i — f cos i) — ~ (J — ^ 

dl^ ' •' cosep 

Le mouvement est uniformément varié ; le vecteur accélération est dirigé 
vers le bas si <‘> 9 , dirigé vers le haut si î<tp, et nul si i = cp. En désignant par 
Y le second membre de l’équation précédente, l’intégration donne les relations 

v~Vo-hyt, X — Xq V ot , 

Oo ayant par hypothèse une valeur négative ou nulle. 

Si l’on avait pris l’axe des x dirigé positivement vers le bas, l’accélération 

du mouvement aurait eu pour valeur 

r/(sin i — f cos t) == 

^ cosep 

et la vitesse initiale aurait été prise positive ou nulle. 


2® cas: Mouvement vers le haut. — Il faut changer le sens de T et écrire 
T = — /’N — — /"P cos i ; l’équation du mouvement est 


d^x 

dfi 


— — 5 t(sin cos i) — — g 
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le mouvement est uniformément retardé, l’accélération est toujours négative, 
et si Y est sa valeur absolue, l’intégration donne 

V =r t?o — X = Xo-\- VqI 


Vo étant positif. Le mobile s’arrête au bout du temps <= *', en un point 

d’abscisse = Xq-I- S i i<C9, le mobile reste en repos en ce point; si 

i><:p, il redescend, mais son mouvement n’est plus fourni par les mêmes 
équations ; il faut reprendre celles du premier cas. 



CHAPITHE X 


MOUVEMENTS RELATIFS D’UN POINT MATÉRIEL 


70. K{}alllé i|(^oincMrlqiie fondamentale; llieorèine des forces vives dans 
le mouvement relatif. — Proposons-nous (lYtudier l’équilibre rebitif et le 
niouvoinent relatif fl’iin point matériel par rapport à un système animé d’un 
mouvement d’entraînement connu. Nous sup[U)sons donc, comme au n" H3, 
qu'un point A a dans un système S lapporlé à des axes Oxyz uii déplacement 
relatif défini par les variations des coordonnées x, y, s et que le système S a 
(huis un système S| rapporté à un trièdre (),.r,;(/,c, un mouvement d’entraîne- 
ment déterminé. 

Par rapport au système Hxc S, on a l’égalité géométrique fondamentale 

(1) m,l„ — F, 

F étant la résultante des forces données et de liaison ; mais ce que l’on veut 
déterminer, c’est l’accélération relative .p dont on déduira, par intégration, le 
mouvement rclalif. 

I) ailleui's la règle de composition des accélérations donne 

X + X -4- X. 

En multipliant les deux membres par la masse m et en tenant compte de 
l’égalité (1), on obtient 

F = m.l,. -I- niôr H- mJ, 

et par suite 

(2) ni .1 r == F - 1 ( - m J ,.) 4- ( — /n .1 r) . 

Celte égalité géométrique a lu meme forme que l’égalité fondamentale de 
la dynamiinie à condition d’ajouter à la résultante F des forces données et de 
liaison les deux vecteurs rnj,) et ( — mJc) ; ces deux vecteurs jouent le 
même riMe que des forces et s’appellent respectivement force d’inertie d’entraî- 
nement et force centrifuge composée, ou force de Coriolis. 
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Ea K'snmé, on peut considérer le Irièdre mobile comme s'il était fixe, à 
condition d'adjoindre aux forces données et de liaison la force d'inertie 
d' entraînement et la force de Coriolis. 

Eli particulier, le théorème des forces vives s’applique au mouvement 
relatif, à condition d’ajouter au travail des forces données et de liaison le tra- 
vail des deux forces complémentaires. Tous ces travaux doivent d’ailleurs être 
évalués dans le mouvement relatif ; les travaux élémentaires correspondent au 
déplacement élémentaire relatif qui, d’après la délinition même de la 
vitesse relative Vr, a pour valeur V,.xdt. Il convient de remarquer que le tra- 
vail de la force de Coriolis est nul ; en elfet cette force est, comme on sait, 
constamment perpendiculaire à la vitesse relative V^; elle estpar suite constam- 
ment perpendiculaire au déplacement élémentaire relatif \V x f/C On a donc 
le théorème : 

La variation de l'énergie cinétique relative d'un point matériel est égale 
à la somme des travaux des forces données, des forces de liaison cl de la 
force d'inertie d'entrainement, ces travaux étant évalués dans le déplace- 
ment relatif. 

Lorsque l’on étudie le mouvement relatif d’un point matériel assujetti à 
rester sur une courbe (ou sur une surface) invariable fixée dans le système 
entraîné S et s’il n’y a pas frottement, la force de liaison est à clnKpie instant 
normale à la courbe (ou à la surface), tandis que le déplacement élémentaire 
relatif s’etVectue suivant la tangente à la courbe (ou dans le plan tangent à la 
surface); dans ces conditions le travail de la force de liaison est nu) dans le 
mouvement relatif, ce qui simpliüe encore l'application du théorème des forces 
vives. 

71. Cas de l’équilibre relatif. — Lorsqu’un point matériel est en re[)os 
relatif, sou accélération relative est nulle ; de plus son accélération de 
Coriolis Je est également nulle, puisque la vitesse relative VV est nulle ; l’éga- 
lité (2) sc réduit à 

(d) Fh-(— mJT) = 0. 

Le système des forces données et de liaison et de la force d’inertie 
d’entraînement est donc équivalent à zéro et par suite admet une résultante 
nulle. 

Le cas le plus fréquent est celui où le système entraîné S est animé d’un 
mouvement de rotation autour d’une droite du système fixe Si. On peut alors sup- 
poser que les axes Oz et Osj sont confondus avec l’axe de rotation. Le mouve- 
ment d’entraînement est circulaire et si le point A. est à une distance rde l’axe 
de rotation, les composantes tangenticlle et normale centripète de l’accélé- 
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rationd’entraînement sont respectivement r “ et o)*r; la composante tan- 

gentielle de la force d’inertie d’entraînement — mj^ est donc — mr tandis 

que sa composante normale centrifuge est -+-mio‘V. Cette dernière composante 
joue un rôle important et on lui donne le nom de force centrifuge; si la vitesse 
ang\ilaire w est constante, la force d'inertie d’entraînement se confond avec la 
force centrifuge. 

Exemple, — Supposons qu’une ligne plane ou gauche, de forme invariable, 
tourne autour d’un axe vertical Oi^i avec une vitesse angulaire constante o). 
Cherchons les positions d’équilibre relatif d’un point matériel pesant A assu- 
jetti à se déplacer sans frottement sur cette ligne. 

Soient A une position d’équilibre, C la pro- 
jection de A sur l’axe de rotation 54). Nous 
aurons CA = r. Le poids P = mg et la force cen- 
trifuge, portée par CA, d’intensité F = mwV, 
doivent avoir leur résultante R normale à la 
courbe. Mais les deux forces P et F sont situées 
dans le plan passant par l’axe de rotation et par 
le point A; leur résultante R rencontre donc l’axe 
de rotation en un point N, qui doit être le point 
d’intersection de l’axe de rotation avec le plan 
normal à la courbe en A. Les triangles semblables 
ACN et AF R fournissent la relation 



GN ^ n\ CN ^ mg 

CA AF^ r mw^i 


CN = 


a.. 

-,,2 


La longueur CN que l’on peut appeler « sous-normale comptée sur l’axe 
de rotation » doit donc être égale à—* Si la courbe est une parabole d’axe 

0 i 2 ,, de concavité tournée vers le haut, la sous-normale est égale au para- 
mètre ; on voit que le point matériel est en équilibre indifférent en un point 

quelconque delà parabole si est égal au paramètre et n’est jamais en équi- 

libre si est différent du paramètre. 

to** 


72. Cas du mouvement relatif. — Lorsque le point matériel est libre, 
les projections de l’égalité géométrique (2) sur les axes Ox^z fournissent des 
équations qui permettent l’étude du mouvement ; lorsque le point matériel est 
soumis il une liaison, il est avantageux d'utiliser des combinaisons qui élimi- 



MOUVEMENTS RELATIFS D’ÜN POINT MATÉRIEL 


\21 


nent les forces de liaison. Nous avons déjà remarqué que s’il n'y a pas 
frottement, le théorème des forces vives ne fait pas intervenir la force de 
liaison. 

Dans le cas particulier où le mouvement d’entraînement est une rotation 
autour de l’axe Oiz, ou Os avec une vitesse an jçulaire w variable, les composantes 
de<I>~-~~ nüe sur le rayon Or et sur la per- 
pcndiculaire Op {ftg. b5) sont = et 

les projections de ‘Iv, ‘l‘/> et 

— mj,. sur les axes Oa:^s sont fournies par le 
1 ,P tableau : 



(Voir l’exemple du n" .35.) 

Si X, Y, Z sont les projections sur les axes OiXijz de la résultante dés 
forces données, si X', Y', Z' sont les projections sur les memes axes de la force 
de liaison, au cas où elle existe, les équations du 
mouvement déduites de (2) sont j 


X - 1 - X' -f- nuo'^x 


(4)L2 = v.,-r- 


„ f/o) 

->r mx , 

^ dt 


du) , <i 

^niu) ^ 


Exemple. — Mouvement d*un point matériel | ^ y 

pesant assujetti à se déplacer sans frol- 

iemenl dans un plan vertical tournant ^ 0i 

^ . OLr : ■■■ ; y, 

autour d’une de ses droites supposée ver- ; 

ticale. / \1A' 

Prenons cette droite comme axes OjZ, / X. 

etOz et prenons l’axe Oa; dans le planmobile ^ x,r 

{ftg. 56). Le point matériel est soumis Fig. .nq. 

dans le mouvement relatif au poids ÀP 

(0, 0, — aux forces dv, d>p, — mJc et à la force de liaison F'. Comme y 
est nul et comme les forces <l»p, — mJ*, F' sont perpendiculaires au plan, les 
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équations du mouvement (4) se réduisent à 
(Px 

ni , . =- 
(JP 

(J (fi dx 

(I ' mx 2/ntO“ ;- , 

dl dl 

I.a troisième équation montre que le déplacement de la projection verti- 
cale du mobile est le même que celui d’un point matériel pesant en chute libre 
dans le vide. La première équation a pour solution générale 

X = CiC'"' -L CaC'"'. 

La deuxième équation fournit l’intensité V' de la force de liaison. 

73. Equilibre cl inouvcineiit relatifs d’un ptdnt matériel à la surface de 
la Terre. — Considérons un point matériel A en mouvement au voisinage de 
la surface de la Terre. Par le cenlre Oi de la Terre 
menons des axes parallèles à un trièdre de 

Galilée (n" 37). Nous allons étudier le mouvement 

relatif du point A par rapport au trièdre <|ui 

est animé d'un mouvement de translation {fig. 37). 

Nous verrons plus loin (n" 84) que le point ()i se 
meut comme un point matériel ayant pour masse 
eoncentrée la masse totale M de la Terre et soumis à 
la sorïime géométrique des attractions du Soleil et des 
autres corps célestes sur les dilïérentes parties de la 
Tcitc. On démontre d’ailleurs dans la théorie de l’attraction universelle et 
nous admettrons que la somme géométrique des attractions considérées est 
égale à la rés\illanle des forces d’attraction <|ui s’exerceraient sur un point 
matériel Oi de masse M. Désignons par J la résultante dos forces d’attraction 
qui s’exerceraient sur un point matériel O, de masse unité. Puis(|ue les forces 
d'attraction sont proportionnelles aux masses, la résultante des forces d'attrac- 
tion qui s’exerceraient sur un point matériel Üi de masse M serait M.J. 
D’après régalité géométrique fondamentale de la dynamique, appliquée au 
point (),, de masse M, soumis à la force M .,1, le vecteur .1 est égal à l’accélé- 
ration du point Oi. 

Occupons-nous du point matériel A de masse ni. 11 est soumis de la part 
du Soleil et des autres corps célestes à des forces d’attraction dont la résul- 
tante a sensiblement la valeur qu’elle aurait si le point A occupait la position 
O, (en eil'et les distances CA et G0| d’un point C d'un corps céleste aux points 
A et Oi didèrent entre elles d’une quantité qui est très petite vis-à-vis d’elles- 




29 


MOUVEMENTS RELATIFS D’ün POINT MATÉRIEL 1 

mêmes); cette résultante a donc pour valeur approximative m .J. Désignons 
par Fo la résultante des l'orces d’attraction dues aux dill'érentes parties de la 
Terre et par î la résultante des forces appliquées au point A s<ins être des 
forces d’attraction de corps célestes ou terrestres. 

Appliquons au mouvement du point A par rapport au trièdre 0 ,j:|î/,z, 
l’équation générale (2), en remarquant que la force de Coriolis est nulle, puis- 
que le trièdre mobile est animé d’une translation. Nous aurons 

tn . ir l^u "t" è "4“ mJ — }— ( — //iJ,.), 

Mais h est égal à J, puisque .1 est l'accélération du point (),, c’est-à-dire 
l'accélération d’entraînement du point A, car dans un mouvement de transla- 
tion tous les points ont à chaque instant des accélérations écjuipollentcs. Nous 
aurons donc tout simplement 

I- F- 

Tout .se passe donc comme si la Terre élail .seule avec un centre immo- 
hile. Remarquons d’ailleurs en passant que l’accélération J du centre de la 
Terre a une valeur assez faible vis-à-vis de l’accélération g de la chute des 
corps ; cette accélération J est en ellét sensiblement égale à celle d’un point 
décrivant autour du soleil un cercle de rayon r = 1 ,4,S x 19''* cm, en une 
année sidérale qui vaut 365, 2a68 jours solaires moyens; on a donc sensible- 

ment .1 = «V, avec ^ = 1 ,99 X tl)-’ ï-'- ; par suite, J = n,:;58 . 

I sec sec- 

Gonsidérons maintenant un point matériel en repos à la surface de la 
Terre. Envisageons le trièdre 0,.r,y,c, dont nous supposerons désormais Taxe 
0,3| en coïncidence avec la ligne des pôles, ce qui est possible car cette ligne 
reste sensiblement parallèle à elle-mcme en passant constamment par l’étoile 
polaire, très éloignée, — Imaginons un autre trièdre T )./;î/ 5 lié à la Terre a^ant 
même origine que le |)remier trièdre et son axe Os en coïncidence avec Taxe 
OiS,. Supposons que le point matériel est placé à Textrémité d’un til, comme 
dans le cas d'un til à plomb. D’après l’équation (3) le système des forces don- 
nées et de liaison et de la force d’inertie d’entrainement est équivalent à zéro. 
Cornme forces données on a seulement la force F* d’attraction de la Terre sur 
le point A, puisque nous pouvons raisonner comme si la Terre était seule et si 
Oi était fixe. La force de liaison F' est égale et opposée à la force que le fil 
exerce sur son point d’attache E. La force d’inertie d’entraînement se réduit à 
la force centrifuge nnoV, où r est le rayon du parallèle tracé sur la surface de 
la Terre et passant par le point A ; on a d’ailleurs r = H cos À, si K est le 
rayon de la Terre supposée sphérique et si X est la latitude du point A. Nous 
arrivons à ce résultat que la force d’attraction F, la force centrifuge 
cos X et la force de liaison F' sont en équilibre. 

Vor.T ci Menthe. — Méca. (i 
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Par définition le poids du point A est la force exercée pâr le Ûl sur son 
point d’attache E. Nous voyons que ce poids est égal à la résultante de la 
force d'attraction et de la force centrifuge ; la direction du poids, qui est 
celle du fil, définit la verticale du point A ; cette direction ne passe par le 
centre de la Terre qu’aux pôles et à l’équateur. 

La force centrifuge est égale à nuo’^R cos X avec w = 7,3 X 10“^^ radians 
par seconde (un tour par jour sidéral de 86 164 secondes) et 

R = 6366 X 10^ cm ; 

son intensité est donc 3,38 cos X ; sauf au voisinage des pôles, cette force 

centrifuge n’est pas négligeable vis-à-vis du poids. 

Pour étudier le repos relatif ou le mouvement relatif d’un point matériel 
près de la surface de la Terre, envisageons le mouvement relatif par rapport 
au trièdre Qxyz lié à la Terre, en raisonnant comme si le trièdre était 

fixe et si la Terre était seule. Nous obtenons l’égalité 

mJf = b Fa -l- (— niJc) — i— ( — «lt>), 

où — mJ, est maintenant la force d'inertie d’entraînement due à la rotation 
du repère Oxyz ; cette force n’est autre que la force centrifuge ; Fensemble 
des deux forces Fa ct( — mj^) admet ainsi pour résultante le poids mg, d’après 
la définition du poids. Il suffit donc d’ajouter aux forces données autres que la 
pesanteur et la force de liaison, si elle existe, le poids mg et la force de 
Coriolis ( — : 

nUr — F -h mg -h (— mJe). 

D’ailleurs la force de Coriolis est très faible ; on ne l’envisage que dans des 
problèmes sjiéciaiix comme ceux du pendule de Foucault et du tir à longue 
portée ; cette force de Coriolis est rigoureusement nulle si le point matériel est 
en équilibre relatif. 

Ce qui précédé se résume en disant que les problèmes usuels de la méca- 
nique terrestre se traitent comme si un trièdre lié à la Terre était un trièdre 
de Galilée, à condition de remplacer l’attraction de la Terre par le poids mg 
et de ne pas tenir compte de l’attraction des corps célestes. 

Pour un problème de mouvement relatif, on écrira simplement (en négli- 
geant la force de Coriolis) 

mJr — F -f mg. 

Pour un problème d’équilibre relatif, on écrira simplement 
F -f- mg — (I. 
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74 . Centre de masse et centre de gravité d’un système matériel. 
— Considérons un système de n points matériels Aj, A2, A„ dont les niasses 

sont mi, ma, ... m„, et dont les coordonnées sont Xi, t/,, s, ; y^, ; ; 

Xn, 2/n, Zn’ La massc totale du système est M = ni| -f- ... -f- m„. Par 
définition, le centre de masse du système matériel est le point dont les coor- 
données ri, sont définies par les équations 

i M; = niiX, -f- miXa . -j- m„x„ = 

M Y, = mi 2 /i H-maî/a H -h m^yn — 

Mi; = /«iZ, -j- niaZa -t- • . . -4- m„z„ = 

Le centre de massc coïncide donc avec le centre d’un système de vecteurs 
parallèles appliqués aux points Ai, Aa,... A„ et d’intensités proportionnelles à 
mi, ma, ... m„. 11 ne change pas de position si les masses varient dans un 
même rapport. Supposons que le système matériel soit situé à la surface de la 
Terre et ait une étendue suffisamment restreinte pour que l’on puisse considé- 
rer l’intensité g de la pesanteur comme constante en grandeur et direction. 
Le poids total sera Mg et les poids partiels seront m,5r, m^g, ... m^g. Le point 
d'application du poids total s'appelle centre de gravité; celui-ci coïncide 

donc avec le centre de masse, puisque les vecteurs parallèles migr, rriig 

m„gr sont proportionnels aux masses m,, ma, ... m„. Cette coïncidence suppose 
que le système a une étendue suffisamment restreinte. 

Si l’on déplace le système en le laissant invariable, c’est-à-dire en respec- 
tant les distances mutuelles, on peut imaginer que le système entraîne avec 
lui le trièdre de coordonnées ; les coordonnées des points restent alors fixes ; 
on voit ainsi que le centre de masse garde par rapport au système une posi- 
tion invariable. 

Considérons un corps naturel solide ou fluide ; si on désigne par Au la 
mesure d’un petit volume entourant un point géométrique A et par Am la 



DYNAMIQUE 


VA2 


masse de matière contenue dans le volume At», le rapport^ s’appelle densité 
moyenne du petit volume Av. La limite du rapport ^ quand les dimensions 

du volume Av deviennept de plus en plus petites dans toutes les directions 
(de sorte que Av tend vers zéro) s’appelle densité du corps au point A. On dit 
qu’un corps est homogène quand il a même densité p en ses différents points. 
Si un corps n'est pas homogène la densité p est une fonction p (a;, y, z) des 
coordonnées du point A. La masse Am du petit volume Av est un infiniment 
petit dont la partie principale est p . Av. La masse totale est la somme des 
masses des volumes partiels dans les(juels oïi peut décomposer le volume v. 
Si le corps est homogène la masse totale est manifestement pv. Si le corps 
n’est pas homogène, la masse totale est la limite de la somme l^pAv. La 
valeur de cette masse totale est donc fournie par le calcul intégral sous la 
[orme M = J^Jl y, zyixdydz. Mais nous pouvons remarquer que la 


masse totale peut se déterminer avec une balance, sans aucun calcul et sans 
connaître la densité en clnupie point. C'est un fait général qu’une intégration 
dans un domaine naturel s'effectue plus aisément (ju’une dérivation. 

Pour trouver le centre de masse d'un corps, on imagine; dans chaque élé- 
ment de volume Av un point matériel auquel on attribue la masse pAv de ce 
volume ; on cherche le centre de masse de ce système de points matériels par 
les formules (1) et l’on détermine la limite de ce centre de masse lorsque le 
nombre des éléments de volume augmente indéfiniment tandis (|uc les élé- 
ments tendent vers zéro. C’est par le calcul intégral qu’on pourra déterminer 
celte limite sous la forme 


Mr, 


~ 1 1 1 f/-> !^)dxdydz, 

-J 1 1 d ’ .V’ zyixdydz, 


m - 


c(æ, ;{/, zyixdydz. 


En principe, le calcul de M, l, Zp C utilise des intégrales triples, mais dans la 
[)lupart des cas usuels, on peut se ramener à des intégrales doubles ou simples 
ou même à des calculs élémentaires, comme nous le montrerons sur des 
exemples 

Il existe des corps ayant l’aspect de plaques de très faible épaisseur ; on 
peut envisager un tel corps comme une surface sur laquelle est étendue une 
couche de matière. Si Am représente la masse de l’élément de surface As 

entourant le point .A, le rapport s’appelle la densité superficielle moyenne 
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de l’éléinent. La limite de cette quantité lorsque Av tend vers zéro s’appelle 
densité superficielle p au point A. La masse élémentaire de A.s a pour partie 
principale pA^. Le calcul de la masse et des coordonnées du centre de masse 
de la surface conduit en principe à des intégrales de surfaces. Si la surface est 
plane, le centre de gravité est situé dans son plan [3“ formule (1) avec axe des 
Z perpendiculaire au plan]. 

De la même manière il existe des corps ayant l’aspect de tils de faibles 
dimensions transversales ; on peut envisager un tel corps comme une ligne 
continue douée de masse. Si As est un élément de longueur entourant un point 

A et si Am est la masse de cet élément, la limite du rajiport s’appelle den- 
sité linéaire au point A. Le calcul de la masse et des coordonnées du centre 
de masse de la ligne conduit en princip<* à des intégrales curvilignes. Si une 
ligne est plane, le centre de gravite est situé dans son plan (pour le démon- 
trer on adopte Oc perpendiculaire au plan). 

75. Théorèmes qénéraux. — Théorème I. — /^our chercher le centre de 
masse d'un corps, on peut supprimer une portion de ce corps en la rempla- 
çant par un point matériel ayant pour masse celle de la portion et pour posi- 
tion celle du centre de gravité de la porlion supprimée. 

Ce théorème résulte immédiatement des fornuiles (t) et de cette remaniue 
que dans une somme on peut remplacer plusieurs termes par leur somme. 

Ce théorème est utile (|uand on peut décomposer le corf)s en plusieurs 
parties V,, ... V/, de masses m,, mo, ... m^, et de centres de masse C,, 

... Cjj. Le centre de masse C du corps coïncide avec le centre de masse du 
système formé par les points Ci, ... allectés de masses 7/?i, nvi, ... m,,. 

On utilise aussi ce théorème pour chercher le centre de masse d’un coi ps 
homogène H présentant une cavité. On imagine un corps auxiliaire IL de même 
matière homogène que II et l’on écrit que le centre de gravité du corps 11" 
qui est constitué par l’ensemble de 11 et IC coïncide avec le centre de masse 
de deux points matériels C et C' coïncidant avec les centres de gravité des 
corps H et II' et ayant pour masses celles M et M' des corps H et 11'. On a 
donc par exemple 

(M -h M')r = M; -f- M'^'. 

II e.st facile de généraliser au cas d’un corps présentant plusieurs cavités. 

Théorème II. — Si un corps matériel admet un plan diamétral, ce plan 
contient le centre de masse. 

On dit qu’un corps matériel admet un plan diamétral II relativement à 
une direction A si à chaque point matériel A du corps on peut faire corres- 
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pondre un point matériel A' de même masse de telle sorte que le segment AA' 
soit parallèle à la direction A et ait son milieu J dans le plan fl. 

Il est manifeste que le centre de gravité du corps est situé dans un plan 
diamétral. En effet on peut, en vertu du théorème 1, remplacer chaque. couple 
de points A, A' par un point matériel placé au milieu J. On est donc amené à 
chercher le centre de gravité de points I qui sont tous situés dans le plan II. 
En adoptant pour un instant l’axe des x normal au plan II et l’origine dans le 
plan IJ, on voit alors sur la troisième formule (1) que C est nul. 

Si la direction A est perpendiculaire au plan II on dit que le plan diamé- 
tral 11 est un plan de symétrie matérielle. 

Si le corps matériel est homogène il suffit, pour qu’il admette un plan dia- 
métral n relativement à une direction A, qu’à chaque point géométrique A 
corresponde un point géométrique A' tel que le segment AA' soit parallèle à la 
direction A et ait son milieu dans le plan II. Il est facile de décomposer le 
corps matériel en parallélépipèdes élémentaires dont les centres se correspon- 
dent et qui ont même volume et par suite même masse. En remplaçant ces 
parallélépipèdes par des points matériels placés aux centres, on est ramené au 
cas général, car deux points matériels correspondants ont même masse. 

Si un corps matériel admet deux plans diamétraux, son centre de masse 
est situé sur la droite d’intersection de ces deux plans et si un corps matériel 
admet trois plans diamétraux, son centre de gravité est situé au point commun 
aux trois plans. 

Théorème III. — Si un corps matériel admet un diamètre, celui-ci 
contient le centre de masse. 

On dit qu’un corps matériel admet une droite A pour diamètre relative- 
ment à une direction de plan II, si à chaque point matériel A du corps on 
|)eul faire correspondre un point matériel A' de même masse tel que le seg- 
ment AA' soit parallèle au plan 11 et partagé en deux parties égales par le 
diamètre. Le théorème se démontre aisément comme le théorème II. 

Si le corps matériel est homogène, il admet un diamètre A relativement à 
une direction de plan Fl si à chaque point géométrique A du corps on peut 
faire correspondre un point géométrique A' tel que le segment AA' soit paral- 
lèle au plan H et partagé en deux parties égales par le diamètre. 

Théorème IV. — Si un corps matériel admet un centre de symétrie, 
celui-ci coïncide avec le centre de masse. 

On dit qu’un corps matériel admet un centre de symétrie O si à chaque 
point matériel A du corps on peut faire correspondre un point matériel A! de 
même masse tel que le milieu du segment AA' coïncide avec le point O. En 
vertu du théorème I on peut remplacer les couples de points A, A' par des 
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points matériels coïncidant avec le point O ; le centre de masse coïncide donc 
«vec le point O. 

Bemarque, — Les théorèmes qui précèdent sont surtout utiles pour cher- 
cher le centre de masse de certains corps homogènes de formes géométriques 
simples. 


76. Centres de masse des lignes. — Le centre de masse d’un segment de 
droite homogène coïncide avec le milieu, qui est un centre de symétrie. 
L’application du théorème I permet de trouver aisément le centre de gravité 
d’une ligne polygonale homogène. 

Le centre de masse d’une ligne plane polygonale régulière homogène 
coïncide avec le centre du cercle dans lequel est inscrite la ligne. Menons en 
cHet par un sommet de la ligne polygonale le diamètre du cercle ; le plan per- 
pendiculaire au plan de la ligne et passant par le diamètre est manifestement 
un plan de symétrie. Le centre de gravité doit donc se trouver dans les plans 
de symétrie passant par les différents sommets ; il est donc situé sur leur 
droite commune qui passe par le centre du cercle ; comme le centre de gravité 
est situé dans le pian de la ligne polygonale, il coïncide avec le centre du cercle. 

Le centre de masse des lignes se calcule généralement par des intégrales 
curvilignes. 

Exemplk. — Centre de masse d*un arc de 
. cercle homogène. — Adoptons un trièdre trirec- 

' ' \ ^ tangle ayant son centre O au centre du cercle et 

Y son axe Ox en coïncidence avec L'axe de symétrie 

1 — X de l’arc de cercle (fig. 58). Le centre de masse est 

/ situé dans le plan zOx qui est un plan de symétrie ; 

/ il est d’ailleurs situé dans le plan xOq qui est le 

plan de la ligne ; il se trouve donc sur la droite 
Eig- 58. Qx. Il suffit de chercher l’abscisse du centre de 

masse. 

Désignons par p la densité linéaire. Nous aurons 
= J^pxds, M -- 2pRa. 

Mais a;=:RcosO, ds — lidO, — a < 0 < a. 


2pR»s= /J" 


cos Or/O; ^ = R^^?. 


Premier théorème de Guldin. — L'aire engendrée par une ligne plane 
tournant autour d’un axe ne la traversant pas et situé dans son plan est 
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ècjale au produit de la longueur de la ligne pir la longueur de la circonfé- 
rence décrite par le centre de masse de celle ligne supposée homogène. 

Adoptons J'axe de rotation pour axe et la perpendiculaire dans le plan 
de la U|^ne pour axe 0;»y. On sait que Taire engendrée par la ligne plane tour- 

, c’est-à-dire 2Tt yds. Mais on a^ 
d'après la 2'' forniule (1), en désignant par l la longueur de la ligne, 
p/ïi - j oyds, ly^= I 

La \aleui de l'aire engendrée est donc conformément au théorème. 

Ce théorème permettrait par exemple de trouver le centre de gravité d'un 
arc de cercle homogène en faisant tourner cet arc a\itour de l’axe Oy (fig. 58) 
de façon à lui faire engendrer une /one. 

77. Centre de masse des surfaces, — Le centre de masse d'un parallélo- 
gramme homogène, d'un cercle homogène, d’une couronne circulaire homo- 
gène, est situé au centre de symétrie. On voit aisément que le centre de gra- 
vité d’une aire homogène plane limitée par un polygone régulier est situé au 
centre du cercle circonscrit, car il passe par chaque sommet un plan do symé- 
trie contenant le centre du cercle. 

En remarquant que, pour un triangle homogène, un plan perpendiculaire 
au ])lan d\i triangle et passant par une médiane est un plan diamétral relati- 
vement à la direction du coté traversé par la médiane, on voit (pie le centre 
de masse doit cire situé au point de concours des médianes et se confond avec 
le centre de masse de trois masses égales situées aux trois sommets. 

l’our ohtenir le centre de masse d’une aire plane homogène limitée par 
une ligne |)olygonaJe, on décompose cette aire en triangles et on applique le 
théorème 1. Donnons comme exemple la recherche du centre de gravité d’un 
trapèze que l'on décompose en deux triangles ; cette recherche se simplifie 
d'ailleurs par cette remarque que le centre de masse est situé sur la droite 
qui joint les milieux des deux hases (car le plan mené par cette droite per- 
pendiculairement au plan du tra- 
pèze est un plan diamétral pour 
la direction des bases). 

Rappelons que dans les cours 
élémentaires de Mécanique on dé- 
montre (pie le centre de gravité 
(i d'un trapèze ABCD (fig. 59) est 
situé sur la, droite qui joint les 
points E et E obtenus en prolongeant chacune des bases d’un segment égal à 



liant autour de Oa: a |)our valeur J 2Tzyds 
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l’autre base, ces prolongements étant efîectués en sens inverses : BE — DG et 



DF — AB. On obtient donc le centre de gravité en 
cherchant l’intersection de la droite EF avec la 
droite IJ qui joint les milieux des deux bases. 

En décompo.sant un secteur en secteurs élé- 
mentaires {fiçf. GO) assimilables à des triangles on 
voit qiie le centre de gravité d’un secteur homo- 
gène de rayon 11 coïncide avec le centre de gra- 
vité d’un arc homogène découpé par le secteur 


dans le cercle de rayon ^ 


Second théorème de Guldin. f,e volume engendré par une aire 
plane tournant autour dUin axe ne traversant pas faire et situé dans son 
plan est égal au produit de la mesure de cette aire par la circonférence 
engendrée par le centre de masse de cette aire supposée homogène. 

En eiïet, adoptons l'axe de rotation pour axe O.r, Le volume engendré par la 


rotation de l’aire sera 


sente la mesure ( 
et i)ar suite le 


aire sera jj 2r:ydxdy. Mais on a pSr] — j J piplxdy, si S repré- 

re de l’aire et p sa densité superUcielle ; on a donc S r^ ~ j j 
li volume engendré a pour valeur Sx2-r,. ‘ 


78, Centre de masse des volumes. — Le centre de masse d’un parallélé- 
pipède homogène ou d’une sphère homogène coïncide avec le centre géomé- 
trique, (jui est un centre de symétrie. 

Cherchons le centre de niasse d’un tétraèdre homogène ABC)) {fig. 61 a). 



\ 



Le plan ABl passant [lar 
l’are te AB et par le mi- 
lieu I de l’arête CD est 
un plan diamétral. De 
même le plan ADJ pas- 
sant par l’arête AD et 
par le milieu J de l'arête 
B G est un plan diamé- 
tral. Le centre de masse 
du tétraèdre se trouve 


Fig. (il a. Fig. 61 b. donc situé sur la droite 

AG, d’intersection des 

deux plans diamétraux considérés. Mais le point G, est au centre de gravité du 
triangle BCD puisqu’il est situé sur les médianes BI et DJ. Le centre de masse 
est donc sur chacune des quatre droites qui joignent un sommet au centre de 
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masse de la face opposée supposée homogène. Soit le centre de masse du 
triangle ACD, situé sur la droite Âl. Le centre de gravité du tétraèdre se 
trouve à l’intersection des deux droites AGi et BGa situées dans le plan ABI. 
Mais on voit aisément {fig. 61 6) que les deux droites BGa et AGi se rencontrent 
en un point G situé en leur quart; en effet Gi est au tiers de fil, G* est au 
tiers de AI ; donc GiGa est parallèle à AB et la longueur de GiGa est le tiers 
de la longueur de AB ; les deux triangles ABG et GGiGa sont donc Sem- 
blables avec rapport de similitude .3 ; par suite on a BG ~ 3GGi et AG == 3GGi. 
Nous sommes ainsi conduits à dire que le centre de masse d'un tétraèdre est 
situé sur le segment qui joint un sommet au centre de masse de la face oppo- 
sée, au quart de ce segment à partir de la base. 

Remarquons que, si l’on cherche le centre de masse de quatre masses 
égales affectées aux sommets d’un tétraèdre, on trouve le centre de masse du 
tétraèdre ; il suffit, pour le voir, de commencer par remplacer trois des masses 
par une masse triple affectée à leur centre de masse. 

Considérons un prisme homogène. Décomposons l’une des deux bases 
égales en surfaces élémentaires et le prisme en prismes élémentaires, ayant 
pour bases ces surfaces élémentaires. Nous pouvons (théorème 1) remplacer 
chaque prisme élémentaire, assimilable aune tige, par un point matériel ayant 
même masse et placé au milieu. Nous sommes donc ramenés à chercher le 
centre de masse de masses situées toutes dans le plan équidistant des deux 
bases, chaque masse ôtant proportionnelle au volume et par suite à la surface 
de base du prisme élémentaire correspondant. On en déduit immédiatement 
que le centre de gravité du prisme coïncide avec celui de la section moyenne 
supposée homogène. Donc, le centre de masse d'un prisme homogène coïn- 
cide avec le centre de masse de la section par un plan équidistant des deux 
bases. D'ailleurs, en considérant un cylindre comme la limite d’un prisme, on 
voit que la règle des prismes s’applique aux cylindres. 

Considérons un corps homogène de révolution autour de Oz ; soit r — f(z) 
l’équation de la méridienne; supposons que la densité p ne dépende que de z. 
Décomposons le corps en tranches perpendiculaires à l’axe et d’épaisseur dz. 
Chaque tranche a une masse -nf^^dz. On a donc 

U —J' Tir^pc/z et Mî; = J' Ttr'^pzdz. 

70. Moments et produits d’inertie, — Etant donné un système de points 
matériels A,, Ao, ... A„ de masses mi, m,, ... m„, on appelle moment d’inertie 
•de ce système par rapport à un point, une droite ou un plan la somme des pro- 
duits des masses par les carrés des distances au point, à la droite ou au plan. 
Si r^ représente la distance du point A*, le moment d’inertie est donné par la 
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formule En dynamique on n'utiiise guère que le moment d'inertie par 

rapport à une droite ; on le représente par 1 ; on a l’habitude de poser 1 — M/c^, 
M désignant la masse totale ; k est homogène à une longueur et s’appelle 
rayon de gyration du système. On appelle moment d’inertie par rapport à un 
axe, le moment d’inertie par rapport à la droite qui porte cet axe. 

Les trois espèces de moments d’inertie se rattachent les unes aux autres 
d’une manière simple. Si nous rapportons le système à trois axes rectangulaires, 
les moments -par rapport aux plans de coordonnées sont 

les moments par rapport aux axes de coordonnées sont 5*), 

le moment par rapport à l’origine est égal à 
zf). On voit que le moment par rapport à un axe est égal à la 
somme des moments par rapport à deux plans rectangulaires passant par cet 
axe et que le moment par rapport à un point est égal à la somme des moments 
par rapport à trois plans perpendiculaires deux à deux passant par le point. 

A côté des moments d’inertie, on envisage les produits d’inertie 
llnikZkXk, Ces produits d’inertie ne sont définis que si Ton a choisi 

des axes de coordonnées ; leur valeur dépend du choix des axes. Us ont un 
signe quelconque, tandis que les moments d’inertie sont positifs. 

Si l’on a un corps remplissant un certain volume, on le décompose en élé- 
ments de volume A» ; on évalue les masses Am de ces éléments et on calcule 
la distance r du centre de chaque élément au point, au plan ou à la droite. On 
cherche enfin la limite de la somme Alr-^Am pour obtenir le moment d’inertie. 
On peut d’ailleurs remplacer cette limite par celle de ilpr-Ao puisque Am a 
pour partie principale pAr. Dans le cas général un moment d'inertie est fourni 
"par une intégrale triple. Mais souvent on peut le calculer par une intégrale 
double ou simple, comme cela arrive pour une plaque ou une ligne. 

80. Calcul des moments d’inertie. — Nous allons donner quelques exem- 
ples de calcul de moments d’inertie. 

Barre rectiligne homogène. — Cherchons le moment d'inertie par rap- 
port à un axe passant par son centre 0 et perpendiculaire à la barre. Dési- 
gnons par P la densité linéaire, par l la longueur de la barre. Un élément de 
longueur ds, d'abscisse 5, a une masse pefs et un moment d'inertie zs-ds. Le 
moment d’inertie de la barre est donc 



On a donc 
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Cylindre circulaire homogène. — Cherchons le moment d'inertie par rap- 
port à Taxe. Décomposons le cylindre de hauteur h en tubes élémentaires 
d’épaisseur dr et de rayon moyen r. Le volume d’un tube élémentaire est 
2r.rhdr. Le moment d’inertie d’un tube est 'I-xrhdr^ç, X car les différents 
éléments du tube sont à la même distance r de l’axe. Le moment d’inertie du 
cylindre a donc pour valeur 

1= ^ 27trVipc/r = 2ir/ip r'^dr ==^- hp. 

Mais on a M — uR^/ip. Donc A' = 

’ M 2 


Volume de révolution homogène. Cône. — Décomposons le volume en 
tranches élémentaires perpendiculaires à Taxe de révolution Os. Soit K — R(s) 
le rayon de la tranche de cote z. La tranche, d’épaisseur dz, est assimilable à 

un cylindre et a par suite pour moment d’inertie — pc/z. Le moment d’inertie 
du volume total est donc 


1 



f,h. 


Le moment d’inertie est ainsi fourni par une intégrale simple. 

Soit par exemple un cône homogène de hauteur h et de rayon de base Ro. 

On a ici R = en prenant l’origine O au sommet du cône. On en 

fléduit inmiédiatement 1 ™ “ MR-. 


Sphère homogène. — Cherchons d’abord le moment d’inertie par 
rapj)urt au centre. Décomposons pour cela la sphère en couches concen- 
tri(|ues dont le volume est compris entre les deux sphères voisines de rayons 
r et r-f-dr, La masse d’une couche est ïizr-Xpdr et son moment d’inertie est 
4::r-XpXr‘dr. Le moment d’inertie de la sphère par rapport à son centre est 
/*a 4 

donc égal à / in^edr Le moment d’inertie par rapport à un plan 

Ji) ' h ' 

passant par le centre est le tiers du moment d’inertie par rapport au centre, car 
ce dernier moment d’inertie est égal à la somme des moments d’inertie par 
rapport à trois plans passant par le centre et rectangulaires deux à deux. Le 
moment d’inertie par rapport à un plan passant par le centre est donc égal à 
-rTpR ’. I.e moment d’inertie par rapport à un diamètre est égal à la somme 

des moments d’inertie par rapport à deux plans rectangulaires passant par le 
diamètre ; il a donc pour valeur le double du moment d'inertie par rap|>ort à 
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«n plan passant par le centre, c’est-à-dire I = D’aillcius on a 


M = |upR^ 


1 = 112 . 

5 0 


81, Variations du moment d’inertie par rapport îi un axe se déplaçant 
parallèlement à sa direction. — Le moment 
d'inertie par rapport à un aæe est égal au 
' moment d' inertie par rapport à un axe pa~ 

(j (x.y.z) raltèle passant par le centre de masse 

augmenté du produit de la masse par le 
carré de la distance des deux axes. 

01 // 

Prenons en elVet [)oiir axe Os l’axe pas- 
sant par le centre de masse ; désignons par 
(üJkOj a ci b l'ahscisse et l’ordonnée des points de 

(p2. ^ I) parallèle à Oz. Les moments d’inertie 

sont (fig. G2) 

L = T>m(x^ -t- 1„ = ilm . AlP = — àf - 4 - (y è)*|, 

ou II, ~ H- y'-) f (a'^ -h b‘)'^m — — 2b'^my. 

D’ailleurs on a a'^ -- d\ si d désigne la distance OK des deux axes, 

et les sommes Smx et ^rny sont nulles, puis(jue les coordonnées ; et du 
centre de masse sont nulles. On voit donc que l'on a, cm écrivant !<; pour 
désigner l’a?(e U passant par le point G, 

0, U, -h MJL 


(ü.fKO/ 

Fig. 6^2. 

\^ — '^m(x^-\-y^), 1 „ 


82. Variations du moment d’inertie par ra[)port A un axe passant par un 
V point. Ellipsoïde d’inertie. — Prenons le point 

^ par le(piel passent les axes pour origine O. Dési- 

\ gnous par a, fi, y les cosinus directeurs d’un axe 

'' J) passant par O (fig. G3). La distance r = AH 
^ Il d’un point A (x, y, z) à l’axe D est fournie par 

’ la géométrie analytique. On peut d’ailleurs re- 
marquer que r est égal au moment par’ rapport 
au point A d’un vecteur de longueur unité porté 
par l’axe D ; les projections de ce moment sur les 
axes de coordonnées sont — yy, yx — az, aiy — px ; on a donc 
r2 = (pz — ryy -H (yx — az)’^ -f- (xy — fix)’^, 
ou = xXy‘ ‘4- + pXz^ -h x^) -h y'-'Cx'-* -F y^) — 2pyî/z — 2yazx — 2xlixy. 
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Le moment d'inertie par rapport à Taxe D a pour \aleur 

I = z^) -f- fd®Sm(2* -4- x^) -f- Y^5m(a7''* -f- y'^) 

— 2^Yi:mi/3 — 2^cLllmzx — 2x^^mxy, 

Désignons, pour abréger, par A, B, C les moments [d’inertie par rapport aux 
axes : A r=: '^m(y^ -f- 2 '^), B ~ Sm(2‘^ -4-ar^), C = Sm(a:* -4- y^), et par D, E, F 
les trois produits d’inertie ; D = Smt/z, E = Emzx, F = Smxy. Nous aurons 

1 = Aa^ ■+■ Bfi^ -4- Cy^ ~ 2D^y — ^Eyz — 2Fa^. 

Cette formule nous donne la variation du moment d’inertie en fonction des 
cosinus directeurs de l’axe D. On vérifie que pour deux axes opposés portés 
par une même droite on a la même valeur du moment d’inertie. 

On représente graphiquement la loi de variation du moment d’inertie en 
^ 1 

portant sur chaque axe D un vecteur OP de longueur—. Le lieu de l’extrémité 

V 1 

de ce vecteur est un ellipsoïde appelé ellipsoïde d’inertie, ayant pour centre 

l’origine. Les coordonnées du point P sont en effet X = Y — Z = On 

Vl Yl Vl 

a donc, en remplaçant a, [i, y par leurs valeurs Xv I, et Z\f[ dans la for- 
mule qui donne 1, 

AX2 f- CZ^ 2DYZ — 2EZX - 2FXY = 1 . 

Celle équation est celle du lieu du point P; elle représente toujours un ellip- 
soïde, sauf dans le cas où tous les points du système matériel seraient situés 
sur une droite ; en effet le point P ne peut être rejeté à l’infini que sur une 
droite pour laquelle I est nul. 

On appelle axea principaux d'inertie relatifs au point O les axes de 
l’ellipsoide d'inertie. Ces axes sont en général au nombre de trois ; ils sont en 
nombre infini si l’ellipsoïde est de révolution ou est une sphère. 

Pour que l’axe Oz soit un axe principal d'inertie, il faut que l’ellipsoïde 
soit symétrique par rapport à l’axe Oz. Cela exige que l’on ait 

D — yimxz = 0, E — '^myz = 0. 

Pour que les trois axes de coordonnées soient des axes principaux d’iner- 
tie on doit avoir D = 0, E = 0, F = 0, c’est-à-dire Smæz—O, Smyz =r0, 
Xm.ry = 0, Dans ce cas la formule qui donne la loi de variation du moment 
d’inertie se réduit à 

1 = Aa^-f-B^^-f-CY^ 

L’équation de l’ellipsoïde d’inertie se réduit à 

AX2h-BY*-4-CZ2 = 1. 



CENTRES DE MASSE. MOMENTS D’INERTIE 

Un ellipsoïde quelconque ne peut pas être un ellipsoïde d’inertie. Soit en 

ya 2* 

effet -t- -1“ ^ l’équation de l’ellipsoïde rapporté à ses axes. S’il est 

un ellipsoïde d’inertie, il existe un système matériel tel que l’on ait 
..L A — -h z^), ^ == B = Sm(z^ x-), 

= c y:m(x' -H î/2). 

Mais onaA-f-B — C = 2Sms® ; cela exige A 4- B — C> 0 (à moins que l’on 
soit dans le cas d’une plaque z = 0), c’est-à-dire A, ^ ^ ^ î on a de 

même les deux inégalités obtenues par permutation circulaire ; on voit que les 
demi-axes de l’ellipsoïde doivent être tels que l’on puisse construire un tri- 
angle ayant pour mesures de ses côtés "i 

On appelle ellipsoïde central dHnertie l’ellipsoïde relatif au centre do 
masse G. 

Théorème. — Un axe de l'ellipsoïde central d'inertie est un axe princi- 
pal d'inertie pour tous ses points. 

Supposons que l’axe Oz soit principal d’inertie pour le centre de masse G 
confondu avec l’origine O. Nous aurons D=0 et E = 0, c’est-à-dire 
Sm_yz=0, Smxz = 0, nous aurons aussi Ç — Oyi = 0. Menons par un point 

O' de cote h situé sur l’axe Oz des axes O'x', O', y' parallèles aux axes Ox, 

Oy et un axe O'z' confondu avec Oz. Nous aurons iy = i]my'z' = Ü et 
E' == Smx'z' — 0 ; en effet, x' = .x, y' — y, z' — z — h ; donc 

jy = ^my(z — h) = ’^myz — AS/ny — D — AMfi — 0, 

E' = 1mx{z — h) ~ i]mxz — ASmx = E — AM; = 0. 

On démontre aisément que si un axe est principal d'inertie pour deux de 
ses points il l'est pour tous ses points et cet axe est un axe de l'ellipsoïde 
central d'inertie. 

La recherche des axes de l’ellipsoïde central d'inertie est souvent facilitée 
par des considérations de symétrie. Si une droite est un diamètre pour une 
direction de plan qui lui est perpendiculaire, cette droite est un axe de l’ellip- 
soïde central d’inertie. En effet, prenons la droite pour axe Oz ; à un point 
matériel de masse m et de coordonnées x, y, z correspond un point matériel 
de masse m et de coordonnées — x, — y, z. Donc les sommes i]mx, i]my, 
Smxz, 'tmyz ne changent pas quand on remplace x, y, par — x, — y. Autre- 
ment dit ri, D, E sont nuis, ce qui prouve que l’axe Oz est axe principal 
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de l'eUipsoïde central d’inertie. (On a par exemple ilm-rz = — 'îlmxz, d'on 
= D ou 2E = 0.) 

Un axe de symétrie d’un corps homogène est un diamètre pour une direc- 
tion de plan perpendiculaire ; c’est donc un axe de l'ellipsoïde central 
d’inertie. 

Si un corps homogène admet plus de trois axes de syjnélrie non situés 
dans un meme plan, ces axes sont des axes de l’ellipsoïde central d’inertie qui 
est donc une sphère, ce qui revient à dire que le moment d’inertie a la même 
valeur pour toutes les droites issues du centre de masse. En particulier, il en 
est ainsi pour les corps homogènes ayant la forme d’un polyèdre régulier 
(tétraèdre régulier, cube, etc.). 

Supposons {[ue l’on ait un oorps présentant la forme d’une plaque d’épais- 
seur négligeable. Prenons le point O sur la plaque et l’axe Oz perpendiculaire 
à la pla<jue. Puiscpie les cotes z des points de la plaque sont négligeables on 
aura 

A — -mi/*, B = 

C • ïm(æ‘^ y-) = A -+■ B, 

I) = (I, E = 0 , F = ^mxy. 

On voit (jue l’axe Oz perpendiculaire à la plaque est un axe principal d'inertie ; 
on a d'ailleurs A -f- B == C’" == C, lorsqu’on fait tourner les axes Oæ et Oy 
autour du point fixe O. 
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88. rorees exlérioures el forces Intérieures. — Nous considérerons dans 
ce chapitre un système matériel comme formé par un ensemble de points 
matériels en nombre plus ou moins grand, chacun d’eux possédant une masse 
déterminée et étant séparé des autres points voisins par des intervalles plus 
ou moins petits. Si le système est sounns à des liaisons, nous rendrons la 
liberté à tous les points à condition d'adjoindre aux forces données des forces 
de liaison convenablement choisies. 

Les forces appli<|uées aux points matériels sont de deux catégories. 11 y a 
des forces intérieures, (|ui sont dues aux actions d'autres points matériels du 
système; il y a les forces extérieures, qui sont dues aux actions de points 
matériels n’appartenant pas au système. D’après le princi[)e d’action et de 
réaction, à toute force intérieure appliquée à un point du système correspond 
une autre force intérieure égale et directement opposée api)liquée à un autre 
point du système. Les forces intérieures forment donc un système de vecteurs 
équivalent à zéro. 

Il peut exister des forces intérieures de liaison comme les forces de cohé- 
sion qui dans un solide imposent aux points matériels de rester à des distances 
invariables et proviennent des actions mutuelles des points matériels très rap- 
prochés. 

Gomme exemple simple de forces intérieures données ou peut citer les 
attractions newtoniennes mutuelles des points matériels du système. Comme 
exemple simple de forces extérieures données on peut donner les poids des 
points matériels du système. 

L’accélération T d’un point matériel du système est fournie par l’égalité 
géométrique fondamenlale 

ml == F.. 4- F„ 

où Fe et F, désignent les résultantes des forces extérieures el des forces inte- 
Vo(iT el Menthk. - Mé'Cii. 10 
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rieiires appliquées au point matériel considéré. En projetant 
on ()l)tient les équations 


dKx 
* dt^ 


- X -4- x„ 


sur les trois axes 


0 ) 


dt^ 

d^z 

'dl-^ 


— Vi, “h 
= + 


où les expressions X,, Y^, Z^, X,, Y,, Z, représentent les projections des résul- 
tantes F, et F,. 

Le système des forces intérieures est équivalent à zéro. Par suite la somme 
de leurs projections sur les axes et la somme de leurs moments par rapport aux 
axes sont nulles. Cette remanpie va nous permettre de former des combinai- 
sons des équations (1) relatives aux diirérents points ne renfermant plus les 
projections des forces intérieures. Ces combinaisons seront précieuses, car 
dans les applications les forces intérieures sont souvent inconnues. 


84. Théorème du mouvement du centre de masse ou théorème des pro- 
jections des quantités de mouvement. — En ajoutant les équations (1) rela- 
tives aux différents points et à l'un quelconque des trois axes, on élimine les 
forces intérieures et on obtient 


(2) 






d'^y 
' d r^ 
dH 
df} 


i:Y„ 

YZ,. 


Mais en dérivant deux fois par rapport au temps les équations 
Mc = Hmcc, Mzi = Ilm?/, M^ = Smz, 


on trouve 




"S -"-2- 


^ c/“ C d^z 


D’où enfin 


( 3 ) 


dl~ 




JP 


V7 


Les seconds membres représentent 1 es sommes des projections de toutes les 
forces extérieures sur les axes ; ils sont donc égaux aux projections de la 
somme géométrique des forces extérieures. Nous pouvons donc énoncer le 
théorème : 
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Le centre de masse d'un système se déplace comme un point matériel où 
userait concentrée la masse totale du système et qui serait soumis à une force 
équipollente à la somme géométrique ÔR des forces extérieures. 

On a, en abrégé, M . SI = (yR. 

Exemple 1. — Si un système n’est soumis qu’à des lorces intérieures, 
l’accélération du centre de masse est nulle et le centre de masse reste en repos 
ou bien a un mouvement rectiligne et uniforme ; c’est le cas du système sobaire 
clans la mesure où l’on peut négliger les attractions des étoiles. 

Exemple JI. — Si un système déformable se meut sous l'action de la 
pesanteur, le centre de masse se déplace comme un point matériel pesant; 
c’est le cas d'un jet d’eau, d’un obus qui explose sous l’action de forces inté- 
rieures (en négligeant la résistance de l'air), 

Les équations (2) peuvent être interprétées d’une antre manière en intro- 
duisant, comme nous l’avons fait au n” 47, la quantité de mouvement de 

d doc 

•chaque point matériel. On a en effet 2m ~ -- 2/n et les deux autres 

dl^ dt dt 

équations qui s’en déduisent par permutation des lettres x, y, z. On peut donc 
écrire les équations (2) sous la forme 


( 11 )'"- 


d - , dx 
— Im — 
dt dt 

-r- 1/n -f- 

dt dt 
dz 

dt dt 


= IZ,. 


On peut ainsi énoncer le théorème suivant, qui n’est qu’une autre forme 
<lu théorème sur le mouvement du centre de masse : 

La dériüce par rapport au temps de la somme des projections des q uan- 
lilés de mouvement sur un axe fixe est égale à la somme des projections des 
forces extérieures sur cet axe. 


85. Théorème des moments des quantités de mouvement ou des 
moments cinétiques. — Formons une combinaison des deux dernières équa- 
tions (2) de façon à faire intervenir le moment par rapport à l'axe Oæ des 
forces appliquées au point matériel considéré. Nous obtenons comme au n'' 47 
l’équation 

"‘{y w- “ " S) = - = V,), 

^ y 57 - " a) = 

En faisant la somme des équations relatives aux différents points maté- 
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riels, nous éliminerons les forces intérieures, dont le moment résultant par 
rapport à l’axe est nul. Nous avons donc 



On obtient des équations analogues en faisant intervenir les moments par 
rapport aux axes Oy et O;:. D’où les équations importantes : 



( dz 
y— 


dt ' 

dt 

dt J 


( dx 

dz\ 



'"'dt) 

dt \ 

' d\f 

X Y — 
^ dt 

dx\ 

^dï) 


Il est facile cl'interpréler ces équations. On a en elfel 



Mais représente manifestement la somme des 

moments par rapport à l’axe O.r des quantités de mouvement des dill'érents 
j)oints matériels. 

On peut donc énoncer le théorème suivant, appelé théorème des moments 
des quantités de mouvement. 

La (Lirivéc par rapport au temps de la somme des moments des quan- 
tités de mouvement par rapport à un axe fixe est éqale à la somme des 
moments des forces extérieures par rapport à cet axe. 

Cet énoncé rappelle celui du théorème des projections des quantités de 
mouvement. 

La somme des moments des quantités de mouvenmnt est souvent désignée 
sous le nom de moment cinétique du système. On a ainsi le nouvel énoncé : 

La dérivée ftar rapport au temps du moment cinétique par rapport à 
un axe fixe est étjale au moment résultant des forces extérieures par rap- 
port à cet axe. 

Dans le cas particulier où le moment résultant des forees extérieures par 
rapport à un axe est nul, le moment cinétique du système par rapport à cet 
axe est constant. Ln supposant que cet axe est pris pour axe Os, on a donc 
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Comme nous l’avons d«^jà remarqué au n“ 22, la (luaniité 

/ô ^ ^ 

égale à r- c’est-à-dire qu elle est le double de la vitesse 

dk * . . 

de la projection du point considéré sur le plan xOy (ou, ce qui 

même, sur tout plan perpendiculaire à Oz). 

On a donc l’équation 


</x . 

aréolaire 
rcN ient au 


. dk C 


dr 


mk 


d’ou, en intégrant, < -t~ CC Nous évaluerons les aires balayées à 

partir de l’instant ^ (I, de sorte qu’à cet instant initial la somn»e 1m A aura 
tous ses termes nuis ; la constante C' sera par suite nulle et nous aurons 

v,„A -= y I. 


Appelons, pour abréger, la somme 1mA Vaire lolale balayée autour de 
baæe Os ; ce langage commode ne devra pîis d’ailleurs nous faire oublier (jne 
les aires A sont balayées sur un plan perpendiculaire à l’axe Os. Nous pouvons 
énoncer le théorème suivant, appelé théorème des aires totales : 

Lorsque le moment résultant des forces extérieures par rapport à un axe 
fixe est nuf l'aire totale balayée sur un plan perpendiculaire à cel axe carie 
proportionnellement au temps. 

II convient de remarquer que tei la constante C, appelée constante des 
aires, est nulle, l’aire totale balayée restera nulle ; cela arrivera manifeste- 
ment quand le système partira du repos ; en ellet, la constante Ca pour valeur 

l/n(.royo — où </o, yl sont les valeurs initiales de .r, y, ; si 

le système part du repos, la constante C sera nulle, car on aura j-' = 0. 

Lorsque la constante C est nulle, il est nécessaire, pour (pie la somme 
algébri(|ue 1mA reste nulle, que toutes les aires balayées restent milles à la 
fois ou qu’il existe des aires balayées dans les deux sens de rotation. 

Exemple. — Considérons un homme placé sur un plan horizontal sans 
frottement. Supposons que l’homme, d'abord en repos, cherche à se retourner. 
Les forces extérieures (poids et réactions) sont toutes verticales. D'après le 
tliéorènie du mouvement du centre de masse, celui-ci se déplace comme un 
point matériel abandonné sans vitesse et soumis à une force verticale. Donc 
le centre de masse G ne peut se déplacer que sur une verticale. Désignons jiar 
O le pied de la verticale du point G sur le plan horizontal et adoptons la droite 
fixe OG pour axe Os. Le théorème des aires totales s’applique pour Taxe O 2 , 
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car le moment résultant des forces extérieures par rapport à l’axe Os. est nuL 
De plus la constante G est nulle, puisque le système part du repos. On a donc 
SmA 0. Pour arriver à faire tourner ses pieds dans un sens l’homme devra 
donc faire tourner d'autres parties du corps en sens inverse. 

Supposons par exemple que l’homme donne à son bras droit, laissé rigide 
et d’abord abaissé, les trois mouvements successifs suivants : 1“ il lève le bras 
de façon à l’amener à être horizontal et dirigé en avant ; pour cela il fait 
décrire au bras un quart de cercle dans un plan vertical ; 2® il fait décrire au 
bras un quart de cercle dans le plan horizontal passant par l’épaule de façon à 
amener le bras à être dirigé à droite ; .3“ il abaisse le bras pour le ramener 
auprès du corps ; pour cela il fait décrire au bras un quart de cercle dans un 
plan vertical. 

Les points matériels du bras droit ne balayent pas d’aire autour de l’axe 
Oz pendant le P' et le 3'* mouvement, mais pendant le 2® mouvement ils 
balayent des aires dans le sens qui va de la gauche à la droite de l’homme. 
Il résulte du théorème dos aires que pendant le 2” mouvement du bras droit 
vers la droite, le reste du corps laissé rigide se tourne vers la gauche. 

En répétant plusieurs fois de suite les trois mouvements, l’homme arri- 
vera à tourner vers sa gauche d’un angle de plus en plus grand. 

Ce qui précède montre qu’un homme placé sur un plan horizontal ne peut 
se retourner par une rotation d’ensemble que s’il y a frottement sur le plan 
horizontal. 

86. Interprétation géométrique «les Uicoréines des projections des quan- 
tités de inoiiveineiit et des inoineiits des <iiiaiitités «le mouvement. — Il est 
facile de généraliser aux systèmes matériels l’interprétation géométrique indi- 
(juée au n" 47 ])our un point matériel. Si OH et OK sont les vecteurs issus de 
l'origine fixe O et représentant la somme géométrique des quantités de mouve- 
ment et le moment résultant des quantités de mouvement par rapport au point 
O (ÜK s'appelle comme nous l’avons déjà dit moment cinétique par rapport au 
point O), les dérivées géométriques de ces vecteurs sont respectivement égales à 
la somme géométrique OH et au moment résultant (par rapport au point O) OG 
des forces extérieures appliquées au système. 

En elïet, en projetant ces deux égalités géométriques sur trois axes fixes 
issus de O, on trouve des équations qui traduisent les théorèmes relatifs aux 
systèmes énoncés précédemment. 

En désignant par HV et par KV les vitesses absolues des points H et K,, 
on a donc 


H^zî:OK, 

KVztÔG. 
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87. Moment cinétique, par rapport à un Axe fixe, d’un solide assufettl A 
tourner autour de cet axe. — Considérons un solide qui tourne autour d’un 
axe Oz, sans glisser le long de cet axe (comme par exemple une porte ou un 
rotor de machine électrique). Calculons le moment cinétique par rapport à l’axe 
O2. Sa valeur est 

.ç, / du dx\ ^ 

Sm x-^ — î/— ) = • 

\ dl ’ dl ) dl 

Mais la quantité --a même valeur pour tous les points fin solide, car elle 
di " 

représente la vitesse angulaire m de rotation du solide. Le moment cinétique 

cherclié est donc 

~ toümr- = wl.. 

Donc, 

Pour un solide en rotation, le moment cinétique par rapport à Vaxe de 
rotation a pour valeur le produit de la vitesse angulaire par le moment 
d’inertie du solide par rapport à cet axe. 


88. Tliéoréme des forces vives. — 11 est aisé de généraliser les deux 
énoncés du théorème des forces vives donnés au n” 50. 

Ecrivons le théorème des forces vives, sous sa forme différentielle, pour 
l’un des points matériels : 

d-^mv^ = d'G. 


Le symbole c/'^ représente le travail élémentaire de la résultante des forces 
intérieures et extérieures appliquées au point considéré, c’est-à-dire la somme 
des travaux élémentaires de toutes les forces appliquées à ce point. 

Ajoutons membre à membre les équations analogues relatives aux diffé- 
rents points. Nous obtenons 


c’est-à-dire 



= Sffô. 


La quantité Smi>^ qui intervient dans le premier membre s’appelle force 
ville du système ; c’est la somme des forces vives des différents points. 

La quantité 'lùmv^, qui est la demi-force vive, s’appelle énergie ciné- 
tique du système. Nous pouvons donc énoncer le théorème : 

La différenliellé de V énergie cinétique d’un système matériel est égale 
à la somme des travaux élémentaires de toutes les forces extérieures et 
intérieures appliquées aux différents points matériels. 
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Pour obtenir la somme des travaux élémenfaires, on cbercho séparément 
cette somme pour les forces intérieures, puis pour les forces extérieures et on 
ajoute. 

Ecrivons maintenant le théorème des forces vives sous sa forme finie pour 
run des points matériels : 

Ajoutons membre à membre les équations analogues relatives aux diHerents 
points. Nous obtenons 

X '' I O xr^ 1 V -, 

rnv- — > mv- — It, 

^ 2 

Nous pouvons donc énoncer le théorème : 

La variation de l'énergie cinéligue d'un .système pendant un intervalle 
de temps est égale à la .somme des travaux pendant cet intervalle de temps 
de toutes les forces extérieures et intérieures appliguées aux différents points 
matériels. 

11 convient d’insister sur ce fait <iue les forces intérieures interviennent 
dans te théorème des forces vives énoncé sous sa forme diflérenlielle ou sous 
sa forme finie. Mais nous allons rnotdrer, au n“ 9D, que la somme des tra- 
vaux, pendant un intervalle de temps quelconque, des forces de cohésion d’un 
solide est nulle. 11 en résulte que dans le théorème des forces vives appligué 
à un solide^ les forces intérieures n’interviennent pas. On a les énoncés 
suivants : 

La différentielle de l'énergie cinétigue d'un solide est égale h la somme 
des travaux élémenloires de toutes les forces extérieures appliguées au 
solide. 

La variation de l'énergie cinétigue d'un solide pendant un intervalle de 
temps est égale à la somme des travaux pendant cet intervalle de temps de 
toutes les forces extérieures appliguées au solide. 

8!). Remarque sur le travail élémentaire des forces. — Il arrive sou- 
vent qu’une force ne conserve pas dans son mouvement le même point maté- 
riel d'application. Un homme qui pousse devant lui un tonneau roulant sur le 
sol exerce avec ses mains des forces qui sont appliquées à des points matériels 
qui changent d’un instant à l’autre. On est alors embarrassé pour déterminer 
le travail élémentaire. 

Contentons-nous de dire qu’il faut considérer comme déplacement élémen- 
taire pendant rintervalle de temps f, f-f-d/, non pas le déplacement pendant 
dt du point géométrique d’application, ruais le déplacement V . df, pendant 
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dl, du point matériel auquel la force était appliquée à l’instant t (V désigne 
la vitesse de ce point matériel à l'instant /); ce n’est qu’à cette condition qu’on 
peut appliquer le théorème des forces vives. 

Considérons par exemple une roue de voiture roulant sur un sol rugueux 
et ne touchant le sol qu’en un point A ; le sol exerce sur la roue une force de 
liaison oblique appliquée au point A ; si la roue roule sans glisser sur le sol, 
le point matériel de la roue qui est en contact avec le sol a une vitesse absolue 
nulle ; le déplacement élémentaire est donc nul et par suite le travail élémen- 
taire est nul. En pratique, la roue touche le sol en une infinité de points rap- 
prochés ; ce n’est qu’en première approximation que l’on peut considérer 
comme nulle la somme des travaux élémentaires des forces de liaison. 


90. Travaux des forces intérieures d’un système. — Commençons par 
chercher la somme des travaux élémentaires 
— - — 'J: des actions mutuelles de deux points Aj, Ao 

(/ig. 04 ) ; il s’agit donc d'une force Fi apfdi- 
“ quée en A, et d'une force }% égale et directe- 

^ ment opposée à Fj et appliquée en A2. En dé- 
signant par /'la valeur commune de l'intensité 
des deux forces, comptée positivement dans le cas d’une répulsion, les i)rojec- 
tions de F, et sont 


r 

X 2 =-X,, 


Yî--- - V„ 


z, = -z„ 


si r est la distance A1A2 des deux points. La somme des travaux élémentaires 
des deux forces considérées est 


-f- \ idy^ -f- /j^dz^ -f- \2djCi -f- A^dzi 

ou 

[(.Cl — x.,)(</.r, — dxi) H- Cy, — y2)(f/yi — <V2) - 4 - (=1 — Z2)((/=i — dz.:)], 


c’est-à-dire fdr, 

car, en dilïérentiant l’équation 

= (æ, — -f- (yi — y.>)- + (=, — c.,)*, 

on obtient 

rdr = (æ, — X2)(dXi — dx^) (y, — y2)(r/yi — di/.^) (z, — z^Xdz^ — Jz.). 

Puisque la somme des travaux élémentaires des deux forces intérieures consi- 
dérées est fdr, la somme des travaux élémentaires de toutes les forces inté- 
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heures aura i)our expression 

la somme (^tant étendue à tous les groupes de deux forces intérieures égales 
et dirêcteinent opposées. 

L’expression l.fdr est donc la somme des travaux pendant l’intervalle de 
temps dt de toutes les forces intérieures; on obtiendra, par suite, en inté- 
grant par rap[)ort au lemps la somme des 'travaux pendant un intervalle de 
temps fini. 

Supposons que les forces intérieures soient les forces de cohésion d’un 
solide. Toute distance r est invariable et par suite sa différentielle est nulle ; 
on a donc fdr == 0 et ^fdr — 0 ; autrement dit la somme des travaux élémen- 
taires de toutes les forces intérieures d’un solide est nulle ; puisque la somme 
des travaux des forces intérieures d’un solide est nulle pendant l’intervalle de 
tem}»s dt, il en résulte que la somme des travaux des forces intérieures d^un 
solide est nulle pendant un intervalle de temps quelconque , 

91. Fonétlon de forces. — On dit que l’ensemble des forces intérieures 
et extérieures d’un système dérive d’une fonction de forces, lorsque la somme 
des travaux élémentaires de toutes les forces peut se mettre sous la forme de 
la différentielle d’une fonction U, appelée fonction de forces et ne dépendant 
que des coordonnées des différents points matériels. On a donc dans un tel cas 

^dt:> -= d[]. 

Le théorème des forces vives donne alors 



d’où, en intégrant, 

C'« 

ou ~ 

La quantité — U s'appelle énergie potentielle, d’où l’énoncé : 

Lorsque l'ensemble des forces extérieures et intérieures dérive d’une 
fonction de forcesU, lasomme de V énergie cinétique et de V énergie potentielle 
— U reste constante. 

Il convient de remarquer que la fonction de forces n’est déterminée qu’à 
une constante additive près. 

Supposons en particulier qu’il a agisse d’un solide libre soumis à des forces 
extérieures qui dérivent chaenne, d’une fonction de forces. Le travail élémen- 
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taire des forces extérieures F,, Fa, F3, ... est respectivement égal a fiU,, t/üa, 
ctU-if ... ; la somme des travaux élémentaires de toutes les forces intérieures 
est d’ailleurs nulle. Donc la somme des travaux élémentaires de toutes les 
forces est égale à 

üi -f- rfUa ~4~ -f~ . . . c/(Ui -}- LI3 -f- Ug H “ . . 

Le système des forces appliquées au solide dérive donc d’une fonction de forces 
ü = Ui 4- C'a -h IJ3 -h ... Le solide admet donc une énergie potentielle — ü. 

Soit par exemple un solide libre soumis seulement à la pesanteur. Adop- 
tons un axe Oz vertical vers le haut. Le poids nig d’un élément matériel dérive 
de la fonction de forces — mgz (n'’ 45). L’ensemble des poids dérive donc de 
la fonction de forces S — mgz — g'Lmz — — M(/C. On a donc 

ü = — 

92. Repère de Kœiilg. — On appelle repère de Kœnig un système de troi.s 
axes (jx'y'z' issus du centre de mas.se et parallèles aux axes lixes i)xgz. Le 
repère de Kœnig est donc animé d’une translation. 

Proposons-nous d’étudier le mouvement relatif d’un système par rapport 
au repère de Kœnig. D’apres la théorie des mouvements relatifs d’un point 
matériel (n" 70), on peut considérer le repère de Kœnig comme fixe à condi- 
tion d’ajouter à chaque point matériel la force d’inertie d’cnlrainement et la 
force de Goriolis. 

D’ailleurs la force de Goriolis de chaque point matériel est nulle, car 
l’accélération composée est nulle dans une translation. La force d’inertie 
d’entraînement d’un point matériel a pour valeur — mJ,,. D'ailleurs le vecteur 
le qui re()résente l’accélération d’entraînement reste éqiiipollent à lui-méme 
quand on passe d’un point à un autre, car dans un mouvement de translation 
tous les points sont à chaque instant animés d’une même accélération. 

Gonsidérons le repère de Kœnig comme fixe. Appliquons d’abord le 
théorème des moments des quantités de mouvement par rapport aux axes 
Cix'y'z'. Hemarquons que les vecteurs parallèles — m^e, étant proportionnels 
aux masses, admettent une résultante — MJe appliquée au centre de masse G. 
Le moinent résultant des forces d’inertie d’entraînement est donc nul par rap- 
port aux axes Gx'y'z'. 

11 en résulte que le moment résultant, par rapport à chacun des axes 
Gx'y'z', des forces données, de liaison et d’inertie d’entraînement, est égal au 
moment résultant des seules forces données et de liaison. Par suite, le 
théorème des moments des quantités de mouvement s'applique dans le mou- 
vement relatif par rapport au repère de Kœnig . 

Appliquons maintenant le théorème des forces vives par rapport aux axes 
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iix'y'z' traités comme s'ils étaient fixes. Il est aisé de voir que la somme des 
travaux des forces d’inertie d’entraînement est nulle. Désignons en effet par 
y'i, y'ai les projections de Je sur les axes. La somme des travaux élémentaires 
des forces d’inertie d’entraînement, dans les déplacements par rapport au 
repère de Kœnig, est égale à — mjiJx' — nijidy' — mj'^dz'^ c’est-à-dire à 
— ji'^mdx' j{^mdy' — j\^mdz\ où les sommes sont étendues aux ditfé- 
rents points matériels. Mais ces sommes sont nulles, car on a 

Xl/ar/x' = d'ilmx' = dUl' — 

^mdy' — 

Hoo/s' = Md^' 

et les coordonnées y/, du point G sont constamment nulles et par suite 
ont des différentielles milles. 

Nous voyons que la somme des travaux des forces données, de liaison et 
d’inertie d’entraînement est égale à la somme des travaux des seules forces 
données et de liaison. Par suite, le théorème des forces vives s’applique dans 
le mouvement relatif par rapport au repère de K<eni(j. 
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MOUVEMENT D’UN CORPS SOLIDE AUTOUR D’UN AXE FIXE 


93. Equation dit tnou veinent d’un corps solide autour d’un axe five. 
— Considérons, comme au n" 87, un solide qui tourne autour d’un axe fixe O 2 
sans glisser le long de cet axe. Nous supposerons que les liaisons sont réali- 
sées de la manière suivante ; d’une part le point O du solide est immobilisé 
grâce à un petit anneau qui s'engage sans frot- 
tement dans un petit anneau lixe ; d’autre part 
l’axe de rotation, fixé au point O, est empêché de 
se déplacer gn’ice à ui» manchon d’axe Oz, sans 
frottement, installé an voisinage du point A de 
l’axe Oz (//q. 05). Nous pourrons considérer le 
corps solide comme libre à condition de rem- 
placer les liaisons par des forces convenables : 
on supprimera la liaison du point O en appli- 
(juant au point O une force de liaison IC ; on 
supprimera la liaison sans frottement due au 
manchon en appliquant au point A une force de 
liaison R" normale au manchon, c’est-à-dire normale à I axe Oz. 

Les deux seules forces de liaison H' et R" ont un moment nul par rapport 
à l’axe Oz. 

Proposons-nous d’abord de déterminer le mouvement du solide sous 
l’action des forces données. Cela est possible sans (ju’il soit nécessaire de 
connaître ni les forces de liaison ni les forces intérieures. 

Appliquons en etlet le théorème des moments des quantités de mouve- 
ment par rapport à Taxe tixe Oz. Nous avons vu au n’ 87 que le moment 
cinétique par rapport à l’axe Oz avait pour valeur 0 » étant la vitesse angu- 
laire du solide et L étant le moment d'inertie du solide par rapport à l’axe 
Oz, moment d'inertie qui a une valeur constante, puisque l’axe Oz a une 
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position invariable par rapport au solide. Nous avons donc 


dL 






La somme ÜN,, est égale au moment résultant N des forces données par rap- 
port à l’axe Oz, car les deux forces de liaison ont un moment nul par rapport 
à Oz. Ü’où ré(iuation 


I dif) 

Vf 


N. 


D'ailleurs si a désigne l’angle polaire 0 de Lun des points du solide, on a 
dy. 

o> = ■ ; de pinson a l'habitude d’écrire 1 au lieu de L. 

dt' ^ 


On a donc 

0) 


dt^ 




Cette équation importante, appelée équation du mouvement, est plus facile à 
retenir si on la compare à l’équation du mouvement rectiligne d’un point maté- 
riel (n" 51), 

d-x 
dl'^ 

t/tt 

La quantité N est une fonction connue de a, L en sorte que l’équa- 
tion (1) est une équation ditrérenlielle du second ordre à une fonction inconnue 
a d’une variable L ^ 

En multipliant les deux membres de l’équation (1) on obtient 


da. d^a 




dy 


dt de ^ ' dt 

ili'(ii)’]-” 

ou, en multipliant les deux membres parcfL 


dt 


dx 

It' 


(2) 



= NV/a, 


équation équivalente à l'équation (1). 

Il est remarquable que l’application du théorème des forces vives sous sa 
forme différentielle conduit précisément à l’équation (2). En etfet^ la force 
vive du solide est égale à — Im(ior)* =• 

D’ailleurs la somme des travaux élémentaires des forces extérieures don- 
nées est égale h i:Xdx -h Yc/y -h Z</z, mais on a, pour chacun des points maté- 
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viels d’application des forces considérées, a:=r cos 0, y = r sin 0, c‘% 

r = c'® et, par suite, dx ~ — yrfO, dy = -H dz ~ 0. 

La somme des travaux élémentaires des forces extérieures données est 
donc égale à 

ü(æY — yX)dO, c’est-à-dire à r/a.l](.TY — lyX), ou 


car les angles 6 relatifs aux différents points d’application ont la même 
valeur pour leur difîérentielle, puisque les angles d!) sont égaux a l'angle infi- 
niment petit f/a dont tourne le solide ; enfin les deux forces de liaison ne tra- 
vaillent pas. En résumé, la différentielle de Ténergie cinétique est d^~ 

tandis que la somme des travaux élémentaires des forces extérieures est égale 
à N . dx. 


Remarque. — Nous avons supposé que les liaisons étaient réalisées d’une 
eertainemanicre. Plus généralement, on dit que les liaisons qui nctolèrent qu’une 
rotation du solide sont sans frottement si les forces de liaison ne travaillent 
pas. Nous voyons que l’équation (2) et par suite ré(iuatiün (l) s'appliqueraient 
au mouvement d’un corps solide assujetti à une rotation par des liaisons (juel- 
conques sans frottement. On pourra par exemple supposer fixés deux points 
du solide ou même supposer fixés plusieurs points alignés du solide. 

Inéquation des forces vives sous sa forme finie est 


1 

O 





Nt/a. 


Eette équation est surtout utile si N ne dépend que de a et si l'on sait effec- 
tuer la quadrature f Nf/a — On a alors 



F(a)- E(-o). 


On voit que l’on obtiendra a en fonction du temps par une quadrature. 


Exemple ï. — Mouvement d^un corps homogène pesant, de révolution, 
tournant autour de son axe maintenu fixe, et soumis à l’action d'un couple 
constant. 

Quelle que soit l’orientation de l’axe, le moment résultant des poids par 
rapport à l’axe est nul, puisque les poids ont une résultante appliquée au cen- 
tre de gravité, qui co'incide sensiblement avec le centre de masse (n*^ 74) situé 
sur l’axe. On a donc, en désignant par N l’intensité constante du couple. 


f/^a_JN _ 
dt^~~\~~^' 
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On voit que le mouvement angulaire est uniformément varié. Les cir- 
constances du mouvement angulaire sont les memes que celles du mouvement 
vertical d’un point pesant dans le vide. 


Exemple II. — Mouvement (Vun corps homogène de révolution, tour- 
nant autour de son axe maintenu fixe, et soumis à Inaction d’un couple anta- 
goniste dont le moment est proportionnel à V angle d’écart a compté à par- 
tir d’une position donnée, et à l’action d’une résistance dont le moment est 

proportionnel à la vitesse angulaire —• 

Soit — Ix le moment par rapport à l'axe du cou|)le antagoniste, X étant 

(/a 

[lositif ; soit -- 2;jl le moment de la résistance, a étant positif. L’équation 
(1) est, puisque le montent du poids total est nul, 


(/-a 

dr^ 



Ku posant X = a-1, |x = IA, l'équation <levicnt 


d^Oi 

dt:^ 


, dy. ,, 

-t- 2o — -h a-y 
dt 


= i). 


Celle éiiuation dinérentielle a la même forme que celle que nous avons consi 
dérce au n’ 53. Si b est nul, le mouvement angulaire est oscillatoire pério- 
diipie conformément à l’équation 

y = Cl cos at f Ci sin al, 

2-z 

la période du mouvement étant T — 

Si b n’est pas nul le mouvement est amorti ; si b Cia, le mouvement est oscil- 
latoire avec des oscillati<ms qui vont en décroissant en progression géomé- 

trique, la durée des oscillations doubles étant , • si b Ca le inouve- 

• .. . s/a ^ — lA 

ment amorti a une oscillation au (ilus. 


D4i. Cialcul des réactions. — 11 est facile de déterminer les forces de liai- 
son dans le cas où les liaisons sont réalisées par la fixité du point O et parmi 
manchon sans frottement en A. Il suffit, comme nous allons le voir, d’appli- 
(jiier le tliéorcmc du inouvenienl du centre de masse et le théorème des 
moments des quantités de inouvement. 

Désignons par X', Z'; X", Y", Z" = 0, les projections des deux forces 

de liaison sur les axes fixes Ori/s, par X, Y, Z les sommes des projections des 
forces extérieures sur les mêmes axes, par L, M, N les moments résultants des 
forces extérieures par rapport aux mêmes axes. 
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Nous aurons, grâce au théorème du mouvement du centre de masse, 


M 


i'I- 

' dt^ “ 




= Y"-f- V, 

dl- 

Nous aurons de plus, en appliquant le Ihéorcme des moments des qiian 
tités de mouvement par rapport aux axes fixes Oa:; et O// et en posant ÜA = A, 


d - 

! dz 

7 Im 
dl ' 

^Jdl 

d 1 


-, Im ( 
dt ' 

v" dl 


= -f-/,X"- 


■M. 


D’ailleurs on a, comme nous l’avons déjà remarqué. 


dæ ~ — yda, dy — -+• xdO^ 


et par suite 


c’est-à-dire 


dæ 

~n = -y 


dl 


f/0 

dl' 


dx 
dl " 


(ojy, 


dt 

in- 

dl 


dd 


H - (*>0:, 


t/s: 

f/s 

dl 


= 0 , 


f/s 

dl 


^ 0 ; 


dX 


de plus la cote JJ du centre de masse est constante, ce qui entraîne =0. 

Les cinq inconnues Y', Z', X", Y" satisfont donc aux cinq équations- 
linéaires 

1 ^- 


M 


f/r^ 


=--X' 4 -X"-f-X, 


M y^ = Y' -l Y' -h Y, 

dt“ 


(^) 


f -ui^mxz - 

dl 


r — AY"H 


dt 


i'ÜLmyz ~ hX' M. 


Dans ces équations, les expressions variables ^-^7 ^mxz, ^myz, pourront 

être calculées aisément en fonction du temps, si l’on connaît la loi du mouve- 
ment sous la forme finie a — F(/). Quant aux quantités X, Y, Z, L, M, elles se 
rapportent aux forces données qui dépendent d’une façon connue de ot, <, et 
Vü(;t cl MENTUt. — Méca. 


Il 
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parfois Donc si la loi du mouvement a pu être déterminée par l'intégration 

de l’équation (1), on aura les forces de liaison en fonction du temps en utili- 
sant les équations (2). 

Sup|)osons qu’il s’agisse du cas particulier pour lequel l’axe de rotation 
passe par le centre de niasse G et est un axe principal d’inertie pour ce centre 

de masse. Les équations (2) se simplilient, car les quatre expressions 

— ^mxz, sont constamment milles ; les deux premières expressions 

cli^ 

sont milles parce que le centre de masse est immobile ; les deux antres 
expressions sont milles parce que l’axe Os étant un axe de l’ellipsoïde central 
d'inertie, cet axe sera principal d’inertie pour tous ses [loints (n“ 82), ce qui 
exige D = ^nixz — 0 et E = '^myz — t). 

Les équations (2) deviennent 

; X'4- K"-- — X, 

lv'-+-Y" = -Y, 

(H) Z' = -Z, 

I -4-/iY"=L, 

\ /iX" — M. 

Sujiposoris de plus que les quantités X, Y, Z, L, M soient indépendantes 
du temps. D’après les équations (d) les quantités X', X", ^ Y", Z' seront 

indépendantes du temps. Autrement dit, les forces de liaison seront les mêmes 
à l’état de mouvement (ju’à l’état de repos. 

Remarquons que le poids total est une force invariable, car son point 
d'application G est llxe dans notre cas particulier. On pourra donc réaliser 
l’invariance des (juantités X, Y, Z, L, M en adoptant comme forces données 
autres que celles ducs à la pesanteur des forces invariables et des couples 
variables d’axe Oc. 

Dans les machines, on a manifesteinent intérêt à ce (juc les parties tour- 
nantes (arbres de transmission, poulies, rotors) exercent sur leurs supports 
des réactions invariables. Ces supports ne vibrent alors pas et ils résistent 
aussi bien jiendant le mouvement que pendant l’arrêt. Ce qui précède fait 
comprendre pounpioi on s’clforcc de « centrer » les parties tournantes de 
façon à se rapprocher de l’idéal pour le(|uel l’axe de rotation est axe principal 
d’inertie. 

î)5. Axes perrnaiieiits de cotation. — Supposons que les forces extérieures 
admettent une résultante passant par le point O (comme cela arrive par exem- 
ple pour un corps soumis uniquement à son poids, suspendu par son centre 
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de masse en O et maintenu par un manchon A). Dans ces conditions on a 

L M = N = 0. L’équation du mouvement (1) donne —^ = 0, d’où 
dx . 

(*>== solide tourne donc avec une vitesse angulaire constante. 

Supposons de plus que l’axe O 2 soit principal d’inertie pour le point O, 
de telle sorte (|ue l’on ait constamment ^mxz — 0 et X/hys — 0. Les deux 
dernières équations (2) se réduisent à /<Y"~ 0, AX"==0. La force de liaison 
du manchon est donc nulle. Puis(|ue le solide ne reçoit aucune action du man- 
chon, celui-ci peut être supprimé. Donc un corps solide soumis à des forces 
admettant une résultante passant part) tournera indéfini ment à vitesse angulaire 
constante autour d’un axe passant par O, si l’axe autour dinjuel on lui impose 
la rotation initiale est un axe principal d’inertie pour le point O. On traduit ce 
fait en disant que les trois axes principaux d’inertie issus du point Ü sont des 
axes permanenls de rotation. 

Cette théorie reçoit une application dans les meules de moulin, qui ont un 
seul point lixe et qui tournent autour d’un axe juineipal d’inertie relatif au 
point (ixe. 

Supposons maintenant que le solide ne soit soumis à aucune force exté- 
rieure. Nous aurons X = Y ^ = L — M = N 0. Supposons de plus que 

l’axe de rotation soit un axe principal de rellipsoïde central d'inertie. Le centre 
de masse sera situé sur l’axe de rotation et sera, par suite, immohile. On aura 

constamment 0, = 0, = (l’axe Oz est principal 

d’inertie pour le point O, puisqu’il est un axe de l’ellipsoïde central d’inertie). 

L’équation du mouvement montre que la vitesse angulaire to~“ reste 
constante. 

Les équations (2) deviennent 

X'-1-X" = 0, Y'-|-Y" = 0, Z'=:0, liV=^0. 

Les quantités X', X", Y', V", Z' sont donc nulles. Par suite on peut supprimer 
les liaisons. 

Donc un solide libre qui n'est soumis à aucune force et qui à l’instant 
initial est animé d’une rotation autour d’un axe de l’ellipsoïde central 
d’inertie continue à tourner indéfiniment à vitesse angulaire constante 
autour de cet axe qui reste fixe, 

9G. Pendule composé. — On appelle pendule composé un corps solide 
pouvant tourner autour d’un axe horizontal et soumis à la seule action de la 
pesanteur. 
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Rapportons le système à des axes fixes, l’axe de rotation, appelé aussi 
axe de suspension, étant pris pour axe O 2 , le plan xOy contenant le Centre de 
masse et l’axe Ox étant dirigé vers le bas. Désignons par a la distance OG du 
centre de masse à l’axe de suspension et par a 
y l’angle xOG (fig- 66). Le moment résultant N des 
forces extérieures par rapport à Taxe Oz est égal 
au moment du poids total P — Mgr. L’équation du 
mouvement (n" 93) est donc 

.d'^OL 



dl^ ' 


- Uga sin a, 


dl^ 


Ma 
. - 


g sin a — 0. 


Or nous avons vu, au n“ 04, que l’équalion dilférentielle du mouvement 
d’un pendule simple était 

Si l’on pose X — on constate que l’équation difl’érentielle du pendule 

composé est identique à celle du pendule simple, à un changement de notations 
près (a, X au lieu de 0, /). Nous pouvons en conclure que la droite OG du solide 

se meut comme le fil d’un pendule simple de longueur X = La quantité 

X = ^ s’appelle pour cette raison longueur du pendule simple synchrone. 
Ma 

La durée des oscillations doubles infiniment petites du pendule composé 
est égale à 

T-»Vh“\/î4' 


Portons sur la demi-droite OG une longueur 00' == X, puis menons parle 
point O' une parallèle O'z' à l’axe Os. La droite O's' liée au solide s’appelle 
l’axe d’oscillation ; les points de cet axe se meuvent comme des pendules sim- 
ples de longueur X. 


Théorème. — Il y a réciprocité entre les axes d’oscillation et de sus- 
pension. 

Cette réciprocité signifie que si l’on suspend le pendule composé par son 
axe d'oscillation O's', l’ancien axe de suspension Os' devient le nouvel axe 
d’oscillation. 

Menons en clîet par le point G la parallèle Gsq à l’axe Os. Nous aurons 
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(n» 81), en désignant par lo le moment d’inertie par rapport à l’axe Ozo, 

I 


I = Ma\ 


Ma ^ ^ Ma 


U en résulte que le point O' est situé sur le prolongement du segment OG à 


une distance GO' = À — a = 

GO' on a donc a' — --- j ou 
Ma 


- du point G. En désignant par a' cette distance 
Ma 


= M- 


Si l'axe O'z' devient axe de suspension, lo et M gardent leur valeur, a' 
joue le rôle de a et la longueur a” qui joue le rôle de a' doit satisfaire à 


““ = M- 


On a donc a” = a \ autrement dit c'est l'axe Oz qui jouera le rôle d’axe 
d’oscillation. 
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PROBLÈMES SUR LE MOUVEMENT DES SYSTÈMES 


97. Mouvement d’un système non invariable. — L'étude du mouvement 
d’uu système de points matériels libres ou soumis à des liaisons qui ne laissent 
pas constantes les distances mutuelles est un problème difficile. Il faut en 
cfïét considérer le mouvement <le chacun des points soumis aux forces exté- 
rieures et intérieures qui lui sont appliquées. Les théorèmes du mouvement du 
centre de masse et des moments des quantités de mouvement renseignent sur 
le mouvement, mais ne donnent pas la solution complète. 

Exemple. — Mouvernenl de deux points matériels exerçant Vua sur 
l'autre une af traction proportionnelle à la distance. 

Soient .xq, ?/i, ; Xo, î/2, les coordonnées des deux points A, et As de 

masses mj et ulk Soient Fi et les deux forces attractives. Les projections 
de ces forces sont 

X] - — km\nu{x^ — Xa), Y, — — kniim>(yi — y-^), /, == — km,mj.(zi — ^2), 

X2 = -X„ Y2--y\, '/.--Z,. 

Puisque le système n’est soumis qu’à des forces intérieures, le centre de masse 
(j se meut comme un point matériel libre qui ne serait soumis à aucune force. 
Le point G décrit donc une droite d’un mouvement uniforme, à moins qu’il ne 
soit fixe. On a donc 


J. rn^Xi 

-f- 



-G 

A', 

d^l 


H- 

rn^ 




dr~ 


-t- 

mAfi 

= lu 

-G 

B', 

d\ 

nij 

-f- 

m. 




dt'^ 


-f- 

m.>s» 

= c/ 

-G 

G', 


m , 

-h 

nu 




dt'^ 


Les constantes A, G, A', B', G' sont fournies par les conditions 
initiales. 

Soient (jx'i/z' des axes issus du centre de masse G et parallèles aux axes 
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fixes. Les nouvelles coordonnées des points sont 


On a d’ailleurs 



X - 



. 1 

“ m , -4- n xi 

r' 




ffii ) 

nii + nh. 

d-x\ 

d^Xi 

d‘^\ d-Xi 

di^ 

dt~ 

di:^~ di:^’ 

d~j'-> 

d^x.y 

d'^l <Px. 

dl^ 

dl^~ 

dr- ~ (W^ ' 


Les équations du mouvement du point Ai sur les axes fixes sont, d’après 
l’égalité fondamentale de la dynamique, 

— kmyniiixy — .r-i), 

~ s,). 

Ces équations peuvent s’écrire 

== — /f(//}, -4- m>)zl. 


On voit que le mouvement relatif du point A par rapport aux axes (J'x'y'z' 
est le meme que le mouvement absolu d’un point soumis à une force centrale 
proportionnelle à la distance (iV bfi) et d’intensité kmyÇrn^ + nu^r. On en 
déduit que le point Ai décrit, dans le mouvement relatif, une ellipse Hi de 
centre G suivant la loi des aires, la période du mouvement étant égale à 


\/k{mi -H mo) 

On verrait de même que le point Aa décrit dans le mouvement relatif une 
ellipse E 2 , homothétique de l’ellipse Ei, avec la même période. 

Remarquons que le triedre O'x’y'z' n’est autre que le repère de Kœnig. 
L’application du théorème des moments des quantités de mouvement au sys- 
tème des deux points dans le mouvement relatif, nous indiquerait seulement 
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que Taire totale balayée autour des axes Gx', Gÿ', Gz' est proportionnelle au 
temps. 

98. Mouvement d’un solide gêné par des liaisons complètes sans Irotte- 
ment. — On dit qu'un solide est gêné par des liaisons eomplètes lorsque le 
déplacement du solide ne dépend que d’un paramètre. Cela signifie qu’il suffît 
de savoir la valeur d’une variable, appelée paramètre de position, pour 
connaître la position du solide. 

Un solide assujetti à tourner autour d’un axe, sans glisser le long de eet 
axe, est soumis à des liaisons complètes ; le paramètre de position est alors 
l’angle a défini au 11 “" 92. 

Si les liaisons sont sans frottement, comme nous le supposerons, la somme 
des travaux élémentaires des forces de liaison est nulle. Les forces de liaison 
n’interviennent donc pas dans le théorème des forces vives. 

Pour étudier le mouvement du solide, on commence par appliquer le 
théorème des forces vives sous sa forme diiïérentielle ou sous sa forme finie ; 
on obtient ainsi une équation difierentielle du second ordre ou du premier 
ordre que Ton cherchera à intégrer pour déterminer la valeur du paramètre de 
position en fonction du temps. 

Le théorème du mouvement du centre de masse fournit la somme géomé- 
trique des forces de liaison. Le théorème des moments des quantités de mou- 
vement, appliqué au repère de Knmig, fournit le moment résultant des forces 
de liaison par rap|)ort au centre de masse. 

Exemple. — Mouvement sans frottement (Vune vis non pe'^ante dans un 
écrou fixe, sous l'action d'un couple constant dont les deux forces sont situées 
dans un plan perpendiculaire à l'axe de la vis, en supposant le centre de 
masse situé sur l'axe de la vis. 

Désignons par C l’intensité constante du couple ; C est donc le moment 
résultant des forces données par rapport à Taxe de lavis. Adoptons pour para- 
mètre de position l’angle 7. dont tourne à partir de Tinstant initial un plan passant 
par Taxe et lié à la vis. Prenons Taxe de la vis pour axe Oz, et pour origine 
la position initiale du centre de masse. La cote C du centre de masse G est liée 

à l’angle a par la relation - — qui exprime (pie la progression de la vis est 

proportionnelle à sa rotation et est égale au pas p pour une rotation d’un 
tour, c’est-à-dire de radians. 

Calculons l’énergie cinétique — mv- de la vis. Pour déterminer la 

vitesse v d’un point matériel de coordonnées r, 0, z, nous considérerons le 
mouvement relatif par rapport au repère de Kœnig. La vitesse v est la résul- 
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tante de la vitesse d’entraînement n,, et de la vitesse relative » , . D’ailleurs la 
vitesse d’entraînement rv est parallèle à l’axe, tandis que la vitesse relative rv 
est perpendiculaire à l’axe ; les deux composantes v, et Vr de la vitesse v étant 
perpendiculaires, nous avons donc t/'* — e “ -h r?, , et par suite 


VL 
^ 2 




V 


1 

~^niVr. 


Il est facile de calculer -- me;, car le mouvement d’entraînement est 

un mouvement de translation ; i),> a donc même valeur pour tous les points, 
(jr 

cette valeur étant égale à on a par suite 






(Il 


2 4-2 \(li 


1 


11 est facile de calculer S — mrf., car le mouvement relatif est un mou- 
vement de rotation autour de l’axe Os. On a r,. --- r = r. Mais la diffé- 

al 

rence 0 — a a une valeur constante pour chacun des points matériels; on 
a donc 

(U _ (lO Xfi 1 

Vl d l 


yi, 

^ 2 




en désignant j)ar I le moment d’inertie l'mr^ de la vis par rapport à son axe. 
L’énergie cinétique de la vis a pour valeur, d’après ce qui précède, 


m 


1+"'? 

^TZ' 


Le théorème des forces vives sous sa forme diirérentielle nous donne 




c’est-à-dire 


r //2 ' 


i-K- 


On voit que garde une valeur constante, que nous désignerons pour 
abréger par On aura 
(h 

— = k'^t-Jr-h (/i = valeur initiale de la vitesse angulaire), 

V. — — ht (la valeur initiale de a est nulle). 
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Puisque C est proportionnelle à a, on voit que le centre de masse est 
animé d’un mouvement uniformément accéléré. 

Désignons par X/, Y/, les projections de la somme géométrique des 
forces de liaison exercées par Técrou sur le filet de la vis. Les équations du 
mouvement du centre de masse sont 


D’ailleurs 


X; = 0, 

Y, 0, 


iir^ ~ 2 ^' IF 


La somme géométrique des forces de liaison est donc parallèle à l’axe de 
la vis et a pour valeur constante 


pM 
2 TC 


1 H 


iîc- 


Désignons par Li, Mj, X/ les projections du moment résultant des forces 
de liaison par rapport au centre de masse. 

Le théorème des moments des quantités de mouvement appliqué dans le 
mouvement relatif par rapport au repère de Kuuug Ox'y’z'^ en projection sur 
les axes G.r', Lu/', Le', va nous donner la valeur de L/, M;, N/. D’ailleurs les 
projections du moment résultant des (juautités de mouvement relatives se 
calculent aisément, car le mouvement relatif est une rotation. 

En oi)érant coniine dans le problème du pendule composé, remarquons 
(pie l’on a 

ilx' = — ;iyY/0, dy' — — a:'</0, dz' ■==■ 0 


et par suite 


dx' 

dt 




dl 


4- wj;', 


dz' 

dî 


Les projections du moment résultant des quantités de mouvement sont 


,dz' 


' dl 

- ,11 ) 

,dx' 


' dl 

,u) 

,dlf' 


dt 

y :h) 




: (Ol. 



PROBLÈMES SUR LE MOUVEMENT DES SYSTÈMES 


On a donc 


— L,, 


. dui 


= N, -h C. 
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Remarquons que les quantités '^mx'z' et 'ïlmy'z' dépendent du temps en 
général ; mais clics sont constamment nulles si l’axe de la vis est axe prin- 
cipal d’inertie pour le point G. Si nous supposons qu’il en est ainsi, nous 
aurons tout simplement 


L, = 0, M/=0, 




IC 


c. 


Nous voyons donc que si l’axe de la vis est axe principal d’inertie pour le 
centre de masse G, le système des forces de liaison a, par rapport au point G, 
un moment résultant constant dirigé suivant l’axe de la vis. 


09. Mouvement d’un solide. — Nous sortirions du cadre de cet ouvrage 
si nous voulions étudier le mouvement d’un solide libre ou celui d'un solide 
gêné dont la position dépend de plus d’un paramètre. Contentons-nous d’indi- 
quer (|ue l’on traite ces problèmes en appliquant les théorèmes généraux. 
Les équations diirércntielles du mouvement, qui relient au temps, les para- 
mètres de position et leurs dérivées premières et secondes s’obtiennent en 
utilisant dos combinaisons où n’interviennent pas les forces de liaison. 
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100. G<^ii(:‘ralit(^s. — La SI,ati(jiio a pour of).ict l’étude des conditions dans 
lesquelles un système matériel reste en repos ou, comme on dit, reste en 
équilibre, 

II est évident que la condilion nécessaire el suffisante pour qu’un 
système matériel reste eu équilibre est que chacun des points matériels du 
système reste en repos. 

Nous allons considérer le repos comme un cas particulier du mouvement. 
Nous retrouverons ainsi des théorèmes qui se démontrent directement dans les 
cours élémentaires. 

101. Statique (l’un point niîitérlel. — Nous avons déjà considéré les condi- 
tions de l’équilibre d’un [)oint matériel libre (n" 40). llappelons que la condi- 
lion nécessaire el suffisante pour qu'un point matériel libre reste en équi- 
libre est que les forces appliquées forment un système équivalent à zéro. 

Comme les l'orces appliquées sont concourantes, on peut dire aussi que 
pour l'équilibre d'un point matériel libre, il faut et il suffît que ta résul- 
tante des forces appliquées soit nulle. 

Celte condition se Iraduit par les trois équations X = 0, Y = 0, Z = 0. 

Nous avons étudié l’équilibre d’un point matériel assujetti à glisser sur 
une courbe ou sur une surlace (n"^ 6i, 08, 69). 

Nous avons enfin donné la théorie de l’équilibre relatif d’un point maté- 
riel (iC 71). Rappelons (pie la condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
point matériel reste en équilibre relatif est que le système de forces concou- 
rantes formé par les forces données el de liaison et la force d'inertie 
d'entraînement ail sa résultante nulle. 

D'ailleurs nous avons vu (n” TX) que pour étudier l’équilibre relatif d'un 
point par rapport à la Terre, on pouvait considérer la Terre comme immobile, 
pourvu (pie l’on remplace l’attraction de la Terre par le poids et que l’on ne 
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tienne pas compte de l’attraction des corps célestes. Autrement dit, la condi'- 
lion nécessaire el suffisante pour qu'un point matériel reste en équilibre 
relatif par rapport à la Terre est que le système des forces données (autres 
que la force due à l’ attraction terrestre')^ des forces de liaison et du poids 
ait une résultante nulle. 

102. Condition universelle d’équilibre. — Soit un système de points 
matériels auxquels nous avons par la pensée rendu la liberté de la façon qui 
a été expliquée au n" 8;i, Supposons que ce système soit en équilibre. Tous les 
points matériels sont en équilibre et les forces appliquées à chacun des points 
matériels admettent une résultante nulle. 

Il est facile de démontrer que le système formé par Tenscmble de toutes 
les forces extérieures et intérieures est écjuivalent à zéro. Pour cela il suffit de 
prouver que par des opéiatious élémentaires on peut arriver à supprimer 
toutes les forces ; or on réalise ce programme en supprimant suceessivement 
les forces appliquées aux différents points, ce qui revient à remplacer ces 
forces par leur résultante, (jui est nulle (2" opération élémentaire, n" 10). 

Le système des seules forces extérieures est manilestoment aussi équiva- 
lent à zéro. Kn effet commençons par ajouter successivement à ce système les 
forces intérieures deux à deux égales et directement opposées (1" opération 
élémentaire); nous obtiendrons ainsi le système de foutes les forces, système que 
Ton peut réduire à zéro, comme nous venons de le montrer. 

Nous pouvons alors énoncer une condition universelle nécessaire à l’équi- 
libre d'un système : Une condition nécessaire à l'équilibre d'un système 
matériel, déformable ou non, est que l'ensemble des forces e.tlérieures appli- 
quées au système soit équivalent à zéro. 

Il convient d'insister sur ce point ({u’une portion (luelcoiujuc d’un système 
peut être considérée comme formant un système pourvu que l’on prenne la 
précaution de tenir compte des forces exercées par les autres parties du 
système supposées supprimées. 

La condition nécessaire à l’équilibre d’un .système n’est pas en général 
suffisante. 

Considérons par exemple une chaîne non tendue ; appliquons à ses extré- 
mités deux forces égales et directement opposées ; bien que ces deux forces 
forment un système équivalent à zéro, elles ne laisseront pas la chaîne en 
repos. 

Nous avons vu (n® 9) qu’un système équivalent à zéro admettait une résul - 
tante générale el un moment résultant nuis. Donc, quand un système maté- 
riel est en équilibre, le système des forces extérieures appliquées au système 
admet une résultante générale el un moment résultant nuis. 
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Ce théorème se traduit par six équations qui sont nécessaires, mais en 
général insuffisantes : 

X, =.(), V„ = 0, Z. = 0, U = 0, M«=0, 

11 ne faut pas oublier dans les problèmes que parmi les forces extérieures 
il peut y avoir des forces de liaison. 

(3ccupons-nous maintenant de l’cquilibre relatif d’un système. Les forces 
apf)liquées à Lun quelconque des points matériels et la force d’inertie d’entraî- 
nement de ce point admettent une résultante nulle. On en déduit, comme 
précédemment, (\nune cotulilion nécessaire à V équilibre rclalif cV un système 
matériel, déformable ou non, est que V ensemble des forces extérieures et des 
forces d'inertie d'entrainement soit équivalent à zéro. 

En [)articulier, une condition nécessaire à l'équilibre relatif d’un système 
par rapport à la Terre est que le système formé par les forces extérieures 
(autres que celles dues à l'allraclion terrestre) et par le poids total soit 
équivalent h zéro. 

103. Statique du corps solPle, — Considérons un solide, c’est-à-dire 
un système de points matériels dont les distances mutuelles sont invariables. 
Xous allons démontrer que la condition universelle d’équilibre est suffisante. 

Supposons en ctTct (lue le solide soit au repos à l'instant initial et q\ie le 
système des forces extérieures données et de liaison soit é()uivalent è zéro. 

Puisque la résultante généraledes forces extérieures est nulle, le tbéorèmedu 
mouvement du centre de masse nous montre que le centre de masse se comporte 
comme un point matériel de masse M et qui, partant du repos, serait soumis à 
une force dont les j)rojeciions sont imlles. Ou en conclut, comme au n^ 46, 
(juc le centre de masse reste immobile. 

Nous pouvons supposer que l’origine 0 des coordonnées a été choisie au 
centre de masse. 

Puisque le moment résultant OC des forces extérieures par rapport au 
point 0 est nul, l’extrémité K du moment cinéti(|ue Olv par rapport au point O 
a une vitesse KV constamment nulle (n*» 86). Le point K reste donc en coïnci- 
dence avec sa position initiale qui est manifestement 0 (puis(|ue, à l’instant 
initial, les vitesses sont milles). Le moment ciiiéliipie reste donc nul. Mais 
le corps solide, ayant un point fixe O, ne peut à chaque instant que rester en 
repos ou tourner autour d’un axe passant par le point fixe (n" 29). Supposons 
qu’à un instant déterminé mais quelconque le solide tourne autour d’un axe 
passant par 0 avec une vitesse angulaire o) (cet axe de rotation pouvant chan- 
ger (rorientation avec le temps). L’état des vitesses et par suite le moment 
cinétique seraient les mêmes à l’instant considéré que si le solide tournait 
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autour d'un axe fixe avec la vitesse angulaire w ; mais alors le moment ciné- 
tique aurait pour valeur ho (ii* 87); puisque le moment cinéli((ue est nul, il 
faut que w soit nul, c’est-à-dire que le solide soit en repos à un instant quel- 
conque. Le solide reste donc bien en repos. 

Donc, la condition universelle d'équilibre est à la fois nécessaire et suf- 
fisante pour un solide. 

Autrement dit, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un solide 
reste en équilibre est que le système des forces extérieures données et de 
liaison soit équivalent à zéro. 


104. Equilibre d’un solide mobile autour d’un axe fixe. Considérons 
un corps solide assujetti à tourner autour d'un axe satis glisser le long de cet 
axe et restant en repos. D'après le théorème précédent, rensenihle des forces 
extérieures données et de liaison est nul. 

Mais éludions directement le problème. Nous avons trouvé (n'’ 02) pour 

équation difTérentielle du mouvement = N. 


Si le solide est en repos, w est qui et par suite N — XN 
di 


ment si ilN,. — 0 on aura 


dt 


0. Hécipro{|ue- 
' — 0. Par suite la vitesse angulaire w sera 


constante : elle sera donc nulle puis(|u’elle est nulle à l’instant initial. 

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un solide mobile 
autour d’un axe sans pouvoir y lisser le lomj de cet axe reste en équilibre est 
que la somme des moments par rapport à l’are des forces données extérieures 
soit nulle. 

Ce théorème se traduit par ré(|uation ; 


N = 0. 


10r>. Equilibre d’un solide mobile autour d’un point fixe. — Considérons 
un corps solide assujetti à avoir un point fi.xe. Supposons ([ue la liaison est 
réalisée de la manière suivante : le corps s<dide possède un très petit anneau 
qui s’engage sans frottement dans un très petit anneau fixe (à la façon de 
deux maillons successifs d’une chaîne). 

L’anneau lixe exerce sur le solide une force de liaison appliquée à l’autre 
anneau. Autrement dit on peut supprimer la liaison en appliquant au point 
fixe une force de liaison convenablement choisie. 

Puisque l’ensemble des forces extérieures données et de la force de liaison 
est équivalent à zéro, le moment résultant de ces forces par rapport au point 
fixe est nul ; mais le moment de la force de liaison par rapport au point fixe 
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est nul ; donc le uioineiit résultant des forces extérieures données par rapport 
au point doit être nul. 

Kn considérant le repos comme un cas particulier du mouvement, on 
peut démontrer que réciproquement si le moment résultant des forces exté- 
rieures données par rap()ort au point fixe est nul, le système reste en équilibre. 
Nous l’admettrons et nous énoncerons le théorème suivant : La condition 
nécessaire et suffisante pour qu'un solide assujetti à avoir un point fixe 
reste en équilibre est que le moment résultant des forces extérieures données 
par rapport au point fixe soit nul. 

Ce théorème se traduit par les trois équations 

L = 0, M = 0, N = 0, 

si l’on clioisit le point fixe pour orijj.ine des coordonnées, 

Uemarquons que les forces extérieures données admettent aloi s une résul- 
tante (il” h) (jui est égale et directement opposée à la force de liaison, puisque 
la résultante considérée et la force de liaison doivent s’équilibrer, 

106. Equillhrc d'un solide reposant sans trotteineiit sur un plan fixe. 

Considérons un corps solide en repos possédant uii ou jdusicur.s points de 

contact, sans frottimioni, avec un plan live. Les forces de liaison sont appli- 
quées aux dill'érents points de contact ; elles sont normales au plan. Enfin elles 
sont dirigées toutes d’un meme coté du plan, celui où sc Irouve le solide ; en 
ellcl, nous supposons que les liaisons sont unilatérales et empêchent seule- 
ment le solide de traverser le plan mais ne l'obligenl pas à garder les contacts 
avec le plan ; certaines forces de liaison peuvent d’ailleurs cire milles. 

Les forces tic liaison admettent une résultante appliquée au centre des 
vecteurs parallèles qui les représentent (n" 12). 

On appelle polijgone de sustenlation un polygone convexe dont les som- 
mets sont des points d’appui et qui contient à son intérieur ou sur son contour 
tous les autres points d’ap|>ui. 

Par exemple s’il y a trois points d’appui non alignés, le polygone de 
sustentation n’est autre que le triangle dont les sommets coïncident avec les 
points d’appui ; s’il y a (juatre points d’appui, dont trois ne sont pas alignés, 
le polygone de suslentation est tantôt un triangle tantôt un quadrilatère. 

Il est facile de voir que la résultante R des forces de liaison perce le plan 
à riiitérieurdu polygone de sustentation. Considérons en eliél un côté c du 
polygone de sustentation. Les forces de liaison qui sont appliquées en des 
points de ce côté c ont un moment nul par rapport à ce côté ; celles des 
autres forces de liaison qui ne sont pas milles ont manifestement par rapport 
à ce côté des moments qui sont tous de même signe (ce n’est qu’exception- 
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ncllement que toutes les autres forces de liaison seront nulles). Le moment 
de la résultante des forces de liaison par rapport au côté c doit être égal à la 
somme des moments des forces de liaison, somme d'éléments nuis et d'élé- 
ments de même signe. Le moment de la résultante a donc ce même signe et 
eomnie la résultante est dirigée dans le même sens que les composantes, elle 
doit percer le plan en un point situé dans le demi-plan limité par le côté c et 
contenant le polygone de sustentation. En appliquant cette propriété succes- 
sivement à tous les côtés du polygone, on arrive à cette conclusion (|\ie la 
résultante H doit percer le plan à l’intérieur du polygone de sustentation. 

Exceptionnellement il |)oijrra arriver »|u'elle perce le plan sur le contour 
du polygone. 

Puisque le solide est en repos, renscmble des forces données et de la 
résultante II doit êire équivalent à zéro ; il revient au même de dire que 
l'ensemble des forces données doit être équivalent à une force égale et direc- 
tement opposée à R (n'^ H, égalités symtmliques). 

.Nous arrivons à la conclusion qu'il est nécessaire pour ré(juilil)re que les 
forces données admettent une résultante qui perce le plan à l’intérieur, ou 
CAceptionnellemont sur le contour, du polygone de sustentation. On peut 
démontrer, mais nous l'admettrons, (jue cette condition est suflisaute. Donc, 
la condilion nécessaire el suffisante pour /\hiuilibre d'un solide qui repose 
sans frottement sur un plan est que les forces données admettent une résul- 
tante qui perce le plan à l'intérieur ou sur le contour du polqqone de 
sustentation. 

Supposons (jue le solide ail trois points d'appui ; on obtiendra les valeurs 
des trois forces de liaison en écrivant (|U0 le moment résultant des forces don- 
nées et de liaison est nul par rapport aux trois côtés du triangle de susten- 
tation. 

Si le solide a plus de trois points d'appui, la statique seule ne permet pas 
de déterminer les forces de liaison. 

107. Eqiil]U)re d’mi fil tendu. — (ionsidérons un til de faible section et 
|.' y (; de poids négligeable tendu par deux 

^ ^ ^ forces F, 1''' appliquées a scs extré- 

mités AR {/iq. t)7j. Le til est uu 
J, ^ J, système déformable. Appliquons- 

: ' lui la condition universelle d’équi- 

Kijr. (^ 7 . libre, L’ensciuble des deux forces 

doit être équivalent à zéro ; autre- 
ment dit les deux forces doivent être égales et directement opposées. 

L’expérience montre que cette condition est suftisantc si le fil est tondu 
VooT el Mk.ntkk. — Meca. 
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suivant le support commun aux deux forces. Coupons par la pensée le fîl tendu 
suivant une section quelconque C, de façon à partager le fil en deux tronçons- 
AG, et C 2 B. 

Le premier tronçon, AC,, isolé par la pensée, est en équilibre sous faction 
de la force F appliquée en A et des forces exercées par le deuxième tronçon ; 
ces dernières forces admettent donc une résultante F, égale et directement 
opposée à F. On voit de même que le deuxième tronçon est soumis à des 
forces exercées par le premier tronçon, forces admettant une résultante F^ 
égale et directement opposée à F'. Les deux résultantes F, et F.^ sont égales 
et directement opposées, comme fexige d’ailleurs le principe d’action et de 
réaction. Les forces F,, Fo ont même intensité que les forces F, F'; cette 
intensité, appelée tension du fil, reste donc la même quelle que soit la posi- 
tion de la coupure C. 

Si on coupe effectivement un fil tendu en équilibre, on doit, d’après ce qui 
précède, pour maintenir fun quelconque des deux tronçons en équilibre,, 
appliquer sur la lèvre correspondante de la coupure une force ayant pour sup- 
port l’axe du fil, pour direction celle de l’extérieur du tronçon et pour inten- 
sité la tension du fil, c’est-à-dire fintensilé commune aux deux forces exté- 
rieures qui tendent le fil entier. 

108 . Théorèiiio des (ravaux virtuels d’un point matériel libre. — Nous 
avons vu que la condition nécessaire et suffisante de l’équilibre d’un point 
libre se traduit par les trois équations 

X = 0, V = 0, Z = 0. 

Si nous désignons par À, g, v trois quantités arbitraires, on aura donc, 
pour un point en équilibre, XX gV -f- vZ — 0. Cette remarque peut se tra- 
duire d’une manière plus suggestive. Soit A la position d'équilibre du point 
matériel et soit un point infiniment voisin de A. Désignons par ox, Bî/, oz 
les projections infiniment petites du vecteur AA' ; adoptons précisément 
B.r, Siy, Zz pour valeurs des quantités arbitraires X, g, v. Nous aurons 

XZx -4- yZy 4 - Zoz = 0. 

Héciproquement, si cette dernière équation est satisfaite quelles que 
soient les valeurs infiniment petites de Ba;, Bî/, oz, on aura X = 0, Y = 0, 
Z — 0 et par suite le point sera dans une position d’équilibre. 

L’expression XBæ -t- YBz -1- ZBz est homogène à un travail ; c’est d’ail- 
leurs le travail élémentaire qu’eflectuerait la résultante des forces appliquées 
si le point matériel prenait le déplacement AA' ; aussi appelle-t-on cette 
expression travail virtuel de la résultante (le qualificatif virtuel indique qu’il 
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s’agit d’un travail dans un déplacement que l’on imagine) ; le déplacement 
infiniment petit imaginé AÂ' s’appelle déplacement oirtuel. 

A chacune des forces données F* appliquées au point matériel correspond 
un travail virtuel La somme des trav aux virtuels de ces 

forces est égale au travail virtuel de la résultante (la démonstration du n" 40 
s’applique aux travaux virtuels)* Nous pouvons alors énoncer le théorème sui- 
vant : 

La condition nécessaire el suffisante pour Véquilibre d'un point maté- 
riel libre est que la somme des travaux virtuels des forces appliquées soit 
nulle dans tout déplacement virtuel. 

Ce théorème est rarement utilisé dans les problèmes ; il nous sera utile 
dans les démonstrations qui suivent. 

10î>. Théorème des travaux virtuels pour un point inutérlel flèné. 
— Considérons un point matériel assujetti à rester sur une courbe ou sur une 
surface. Supposons que le point matériel soit en équilibre et qu’il n’y ait pas 
frottement. Libérons le point matériel, quitte à lui appliquer la force de liai- 
son, qui est normale à la courbe ou à la surface. D’après le théorème précé- 
dent la somme des travaux virtuels des forces données et de liaison est nulle 
pour tout déplacement virtuel ; celte somme sera en particulier nulle pour 
tout déplacement virtuel compatible avec la liaison, c est-cà-dire pour un 
déplacement virtuel infiniment petit sur la courbe ou sur la surface. 

Mais le travail virtuel de la force de liaison est nul dans un tel déplace- 
ment virtuel, car la force de liaison est normale à AA'. Par suite la somme des 
travaux virtuels des forces données doit être nulle ; réciproquement, s’il en 
est ainsi, la résultante des forces données est nulle ou normale à la courbe ou 
à la surface. Donc, 

La condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre d'un point maté- 
riel soumis à une liaison sans frottement est que la somme des travaux vir- 
tuels des forces données soit nulle dans tout déplacement virtuel compatible 
avec la liaison. 

Ce théorème n’est qu’un cas particulier du théorème général dont nous 
allons nous occuper. 

110, Théorème général des travaux virtuels. — Considérons un système 
de points matériels en équilibre. Libérons ces points de leurs liaisons exté- 
rieures et intérieures, quitte à adjoindre des forces de liaison. Imaginons un 
déplacement virtuel pour chacun des points ; l’ensemble de ces déplacements 
virtuels s’appellera déplacement virtuel du système. 

Puisque chacun des points est en équilibre, la somme des travaux vir- 
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luels des forces données et de liaison appliquées à chaque point est nulle ; il 
en résulte que la somme des tra\aux virtuels de toutes les forces données et 
de liaison appliquées au système est nulle. Méciproquement, si la somme des 
travaux virtuels de toutes les forces est nulle dans tous les déplacements vir- 
tuels du système, cette somme sera nulle en particulier pour un déplacement 
virtuel (|ui respecte la position de tous les points matériels sauf un ; cela 
]U'ouve que la résultante des hu’ces appliquées à l'im quelconque des points 
matériels est nulle ; aulrement dit chacun des points matériels est en équi- 
lihi e et le système est par suite en équilibre. D'ou le théorème général : 

La condition néceftsaire et sufjisanlepour l'équilibre d'un système maté- 
riel, déformable ou non, est que la somme des travaux virtuels de toutes les 
forces données et de liaison soit nulle dans tout déplacement virtuel du 
système. 

Ce théorème est rarernenl utilisé, dans les problimies. 

Considérons mainlenajit un système matériel formé })ar un ensemble de 
solifles assujeltis à des liaisons extérieures bilatérales sans frottement. Par 
liaisons sans frottement nous entendons des liaisons telles que pendant le 
imnivement du système les forces de liaison ont un Iravail nul. Parmi les 
déplacements virtuels nous allons porter noire attetition sur ceux (jui sont 
compatibles avec les liaisons, c'est-a-dire ceux qui respectent les distances 
mutuelles des points matériels de chacun des solides et qui respectent les liai- 
sons imposées aux solides. Conformément au théorème général, la somme des 
travaux virtuels de toutes les forces (c'est-à-dire des forces extérieures don- 
nées, des forces intérieures données, des forces extérieures de liaison et des 
forces intérieures de liaison) est nulle. Mais pour les déplacements virtuels 
considérés, la somme des travaux virtuels des forces extérieures de liaison est 
nulle (caries déplacements virtuels considérés sont des déplacements possibles 
et si un de ces déplacements se produisait dans un mouvement du système la 
somme considérée serait nulle) et la somme des travaux virtuels des forces 
intérieures de liaison est nulle (car cette somme est nulle pour chacun des 
solides d'après le iC 89). Il en résulte que la somme des travaux virtuels de 
toutes les forces données est nulle. Nous admettrons que la réciproque est 
vraie cl nous énoncerons le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre d'un système de 
solides assujettis à des liaisons bilatérales sans frottement est que la somme 
des travaux virtuels de toutes les forces données soit nulle pour tous les 
déplacements virtuels qui respectent les liaisons. 

( ,e théorème est 1res utile dans les problèmes usuels d'équilibre. Avant de 
rap|)liquer on doit s’assurer que les liaisons sont sans frottement, c’est-à-dire 
(jiie les forces de liaison ne peuvent pas travailler. 
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Dans ce qui précède nous avons rencontré les liaisons bilatérales suivantes 
qui sont réalisables sans frottement : 1" un corps solide a un point fixe (la 
force de liaison immobilisée ne travaille pas) ; 2" un corps solide a un axe fixe 
(les deux forces de liaison R' et R" du n" 92 sont appliquées k des points fixes 
et ne travaillent pas). Nous signalerons les deux autres cas suivants : 1” deux 
corps solides ont un point commun (nous supposons la liaison réalisée par un 
petit anneau solidaire du premier corps s’engageant dans un petit anneau 
solidaire du deuxième corps; on a deux forces de liaison égales et directement 
opposées appliquées respectivement à fun et a l'autre anneau ; les points 
d’application des deux forces coïncident et ont le même déplacement élémen- 
taire ; par suite les travaux élémentaires des deux forces sont égaux et de 
signes contraires et ont une somme nulle) ; 2“ deux corps ont une droite 
commune (nous sup{)Oserons la liaison réalisée comme au n“ 92 ; on a à consi- 
dérer deux forces de liaison égales cl opposées appli(|uées aux anneaux et 
deux forces de liaison égales et opposées appli<|uées aux deux parties du man- 
chon ; on voit aisément, comme dans le cas précédent, que la somme des tra- 
vaux élémentaires des (|uatre forces de liaison est nulle). 

Donnons deux exemples de problèmes (jui se résolvent simplement par le 
procédé des travaux virtuels. 

Considérons d'abord une vis mobile sans frottement dans un écrou fixe et 
en équilibre sous l’action d’un couple de moment C par rapport à l’axe et d’une 
force longitudinale F. Nous s»ipposons les sens de (' et de F tels que si G était 
seul et positif, la vis se visserait dans l’écrou et que si 1’ était seul et positif la 
vis se dévisserait dans l'écrou. Imaginons un déplacement virtuel q\ii ferait 
progresser la vis de oz et la ferait tourner de oO. I.a somme des travaux virtuels 
des forces données apj)liquées à la vis est CoO — Foz ; cette somme est nulle 
d’après la tbeorie des travaux virtuels ; d'ailleurs si p désigne le pas on a 

=r puisque la progression est proportionnelle à l'angle de rotation. 

P 2-!Z 

Nous avons donc 



D’où, la condition d’équilibre 



P 


Considérons maintenant un corps solide assujetti à tourner autour d'un 
axe fixe Oz et à glisser le long de cet ave. Désignons par N le moment résul- 
tant des forces données [)ar rapport a l’axe et par /. la somme des projections 
des forces données sur l’axe. 
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Donnons au solide un déplacement virtuel compatible avec les liaisons. 
Désignons par èz la progression du solide suivant Taxe (Bs est la longueur du 
segment décrit par un point du solide situé sur l’axe) et par o6 l’angle de rota- 
tion du solide (o6 est l’angle dont tourne un plan solidaire du solide et passant 
par l’axe). 11 est facile de voir que la somme des travaux virtuels des forces 
données est NSO-hZSz. En ell’et, le travail élémentaire d’une force est indé- 
pendant du chemin infiniment petit que décrit son point d’application de la 
position initiale à la position finale (ce travail élémentaire a en effet pour 
valeur \dx -f- VJy -i- Adz et ne dépend par suite que de dx, dy, dz). Le 
déplacement virtuel qui consisterait en une rotation 50 sans glissement sui- 
vie d’une translation oz dans la direction de l’axe donnerait aux différents 
points du solide leur position finale ; le travail virtuel de chaque force appli- 
(piée au solide serait donc le même que pour le déplacement virtuel primiti- 
vement envisagé : on en conclut que la somme des travaux virtuels des forces 
données est, pour le déplacement virtuel primitivement envisagé, égale k 
la somme NoO h- Z5z. 

La condition nécessaire et suffisante de l’équilibre est que l’on ait, pour 
toutes les valeurs de 50 et oz, 

N50 -f- ZSz = 0. 

11 faut donc et il suffit que l’on ait N — 0 et Z == 0. 

lit. Efnde <lii mouvoinent d’un syslèine par la méthode de d’AIeml)ert. 
— Nous avons déjà remanpié au n" 46 que les forces appliquées à un point maté- 
riel et la force d’inertie — mJ forment un système de vecteurs équivalent à 
zéro. 

Considérons un système de points matériels que nous libérons en appli- 
quant les forces de liaison extérieures et intérieures. L’ensemble de toutes les 
forces données et de liaison et des forces d’inertie forme un système équiva- 
lent à zéro. On peut en effet réduire un tel système à zéro par les opérations 
élémentaires qui consistent à supprimer les forces appliquées à chaque point 
matériel et sa force d’inertie (cc qui revient à remplacer ces forces par leur 
résultante nulle). 

En remarquant que les forces intérieures, deux à deux égales et opposées, 
peuvent être supprimées par des opérîitions élémentaires, nous arrivons à 
celte proposition (jue Vensemhle des forces extérieures données et de liaison 
et des forces d’inertie appliquées à un système matériel forme un système 
équivalent à zéro. 

Si l'on écrit l’équivalence à zéro du système considéré, on retrouve le 
théorème des projections des quantités de mouvement et le théorème des 
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moraents des quantités de mouvement. Mais la proposition que nous venons 
d énoncer et qui est due à d'Alembert a précisément pour intérêt qu’elle 
-conduit tout naturellement à ces théorèmes généraux. D’ailleurs la proposition 
de d’Alembert est souvent d’application directe commode dans les cas 
simples. 

Comme exemple d’application de la méthode de d’Alembert, imaginons 
un système matériel de masse négligeable. On pourra négliger les forces 
<rinertie de ce système. On arrive donc à cette conclusion que V ensemble des 
forces extérieures appliquées à un système en mouvement de masse négli’- 
yeahle forme un système équivalent à zéro. 

Dans un système matériel il intervient parfois un fil (ou un câble) ou un 
ressort de masse négligeable. L’ensemble des forces extérieures appliquées au 
fil ou à une portion du fil forme un système équivalent à zéro. Le fil en mou- 
vement se comporte comme s’il était en repos. On en conclut que dans une 
]>ortion rectiligne de fil dont les éléments ne sont soumis à aucune force exté- 
rieure (n" 106), la tension reste constante. 



CIlAIMTUi: XVl 

NOTIONS SUR LES CHOCS ET PERCUSSIONS 


1112. r.hocs. — ()n dit qu’un corps subit u«i choc lorsqu'il rencontre un 
obstacle lixe ou un autre corps on mouveiuent. 

Par exemple une bille de billard qui rebondil sur une bande subit un choc 
de la part de cette bande ; deux navires qui s'abordent subissent un choc. 

La durée d'un choc est extrêmement rail)ie ; aussi peut-on raisonner 
comme si pendant un clioc les points matériels des corps en présence ne se 
déplaçaient pas; cela revient à négliger des déplacements très petits, 

l'n choc a pour conséquence ''de inodiüer l'état des vitesses: celles-ci 
changent brusfpiement d’intensité et souvent même de direction ; pendant lo 
choc les accélérations sont donc considérables ; cela exige la mise en jeu de 
forces très intenses et fugitives, que l'on a|)pelle forces insianlnnèes. 

113. Inipulsioiis. — Plant donnée une force de projections ^ , Z on 
appelle impulsion di' la force pendant un intervalle de temps un vecteur 
a' de projections 

:x\=- ê, j 

il'». Percussions. Lorsque l'intervalle de temps /„/, est très petit, le 
vecteur imp\ilsion relatif à une force est en général peu intense. Ce vecteur 
ne peut être très intense (jue si la force est en moyenne très grande ; s'il en 
est ainsi riinpulsion prend le nom de percussion. 

Pendant un choc interviennent des forces instantanées qui ont pendant 
la durée du choc une impulsion très grande tandis que les autres forces (pesan- 
teur, attractions, etc) ont des impulsions tellemenl faibles qu’elles sont négli- 
geables. Donc pendant un choc les seules impulsions appréciables sont celles 
dues aux forces instantanées, impulsions que l’on appelle alors percussions. 
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115. Choc d’un point matériel. — Nous avons remarqué au 47 que les 
équations fondamentales du mouvement d’un point matériel pouvaient s’écrire 


dæ 

'dl 


c'est-à-dire 

d 


(■ 4 ) 


fl 

( dq\ .. 

d 

1 

( dz\ 

J ’ iir 

V dt) 

dt 

V dfj 

— Xf//, d^} 

= \dt, 

,11 ’ 


' dz\ 

, dl) 


En intéf>;rant pendant un intervalle de temps Vi <'t en désif^nant par «o, r„, 

« 1 , l'i, n\ les valeurs initiales et finales des projections du vecteur 

dt dl dl 

vitesse, nous ohtenons 


niui 


rm'i 


- nu'o 

mu\ — m 


u„= 

= j ' /(//. 


Ces éiiuations expriment (pie la variation ^xéométrique du vecteur (juanlité de 
mouvement est éj^ale au vecteur impulsion de la résultante des forces. 

Appliquons ce théorème à un point matériel qui subit un choc pendant 
l'intervalle de temps très petit Cf,. Il résulte immédiatement de la définition 
d’une impulsion, que l’impulsion de la résultante des forces est la somme 
«:éométrique des impulsions des forces. Mais les impulsions des forces peu 
intenses sont néglii>;cables. Nous avons donc le Ihéorèmc suivant : 

Quand un point matériel subit un choc, la variation géométrique de la 
quantité de mouvement est égale à la résultante des percussions. 

En désignant par :ix, .-1%, les projections de la résultante des percus- 
sions on a 


(1) mui — mi/o = fj;, mF, — mi’„ T,, mti\ mn\) - x\. 


110. Théorème du mouvement du centre de masse oulhéoi’ème des [irojee- 

tionsdes quantités de mouvement d’un système m.atériel subissant un choc. 

— Considérons un système matériel qui subit un choc de durée fJi- Cn a 

à cha(|uc instant du choc (éijuations .3'"“ du chapitre Xll) 

d dæ ... .... 

— -Im— - = ou (/Imu = 1\,., 

dt dt 

d’où, en intégrant, 

^mui — X/ni/o ^ Il I \,dt. 
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On a de même 


i:mvo = 


hrnWi 


=^r 

Jto 

— SmM)o = S 


‘ Yedt, 

'Z,dl. 


On peut donc énoncer le théorème : 

La variation de ta somme des projections des quantités de mouvement 
sur un axe fixe est égale à la somme des projections des percussions exté- 
rieures sur cet axe. 

Remarquons que 

'y^mu — lim^ = ^'!£.mx = M^* 
dt dt dt 


L'équation ^ ^edt peut donc s’écrire 


On peut dire que : 

Pendant un choc, le centre de masse d’un système se comporte comme 
un point matériel où serait concentrée la masse totale du système et qui 
serait soumis à la somme géométrique des percussions extérieures. 


117. Théorème du moment cinétique d’un système subissant un choc. 
— Pendant chaque instant d’un choc subi par un système matériel on a 
(équations 4 du chapitre XII) 

"" --L,*, 

d’où, en intégrant entre les limites L et ^ du choc, 

X[îy(miej) — =(mo,)] — i:[y(miOo) — ~ 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

La variation du moment cinétique par rapport à un axe fixe est égale 
au moment résultant des percussions extérieures par rapport à cet axe. 

118. Pendule balistique. — Considérons un pendule composé au repos. 
Supposons qu’un petit projectile de masse m se déplace dans un plan perpendi- 
culaire à l'axe de suspension du pendule et vienne frapper le pendule à la 
distance r de l’axe, à un instant où son vecteur vitesse i>o est à une distance h 
de l’axe. Proposons-nous de trouver la vitesse angulaire w du pendule aussitôt 
après le choc, en supposant que le projectilesoit venu s’incruster dans le pendule. 
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Appliquons le théorème du moment cinétique par rapport à Taxe du pen- 
dule à l’ensemble du pendule et du projectile. Nous aurons, en remarquant 
que le choc ne donne lieu qu’à deux percussions égales et directement oppo- 
sées et à des percussions de liaison, 


-d’où 


(1 -h mr^)«o — mhV(i — 0, 

mhvQ 

ï -f mr* 


Remarquons que l’on a inversement 


I 4- mr2 
mh 


De la mesure expérimentale de w on peut donc déduire la valeur numé- 
rique de la vitesse ro- C’est ainsi qu’autrefois on déterminait la vitesse d'un 
projectile en l’envoyant s’incruster dans un pendule appelé pendule 
balistique. 

Remarque. — 11 est facile de vérifier que le choc diminue l’énergie ciné- 
tique de l’ensemble. L’expérience montre d’ailleurs que l'énergie cinétique 
ainsi dissipée sc transforme en chaleur, conformément au jirineipe de la 
-conservation de l’énergie. 


119. ProhlèiTies sur les eliocs. -r- Il arrive fréquemment que les théo- 
rèmes généraux que nous avons établis aux n*^ 102, 103, 104 sont insuffisants 
pour résoudre un problème, c’est-à-dire pour fournir l’élat des vitesses après 
le choc, connaissant l’état des vitesses avant le choc. Mais les renseignements 
fournis par ces théorèmes généraux sont néanmoins toujours précieux. 

Nous sortirions du cadre de ce livre en expliquant comment on peut 
compléter ces renseignements de façon à pouvoir résoudre, d'une façon suffi- 
samment approchée, tous les problèmes de chocs. 
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Nota hene. — I.o présent appendicp, n'iist pas un résumé; iî no renferme (jue les formules 
et les propositions sur lesquelles il esl bon d irisister. 


Chapitre I. — Théorie des vecteurs. 

L = yz — cV, M = — .rZ, N =: ,rY — y\. 

L' = 0/ - .yo)Z - (z - c„)V, M' (z ~ z,)X -- Gr‘~- a-o)Z, 

y —(.V — .r.,)A’ — (y — _}/o)X . 

Somme oéométriolk ; 

x^xx,, / = ^z,. 

I.a somme géométrique esl un vecteur libre. 

Moment RÉsri;rANT inii rapport a i.'oRKiiM- : 

L-XU, iM = XM„ 

Systèmes éoi iva lents : 

X' \, Y=Y, Z' = Z, [/=.!., M'=M, X'-N. 

OoL PLES : Le moment d'un couple est un vecteur libre. 

Centre ni: vecteurs parai.lèles; 

^ __ y __ XP\z;, 

’ XP, ^ ‘ XP, ' " XF, ’ 


Chapitre II. — Cinématique du point. Vitesse. 


Vecteur vitesse: symbole V, intensité v. 


ds 

dl’ 


d.T 

'(17 

dl^ 


dl’ 

rdb 

~dl' 


V; 


dz 

dl' 
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Chapitre III. — Accélération. 


Vecteiîu accélération : symbole J, intensité* 


11 

dt^' 

Y-* = 

dv 



~Jl' 

(n- 

Yfc == 

d^r /( 

ioy 

1 d ( 


il) ' 

r dt[ 




— 

dl 


Chapitre IV. — Cinématique des systèmes invariables. 

Translation : La vitesse ef V accélération , dans une translation^ sont des- 
vecteurs libres. 

Rotation : La vitesse angulaire oi, dans une rotation, est un vecteur glissant, 

do 

(O — —> V = wr. 

dl 

Corps solide avant un point eixe : Un solide ayant un point fixe est animé 
à chaque instant d’une rotation. 



Wj ~ q, 


s 

11 

1 v^zss’qz — ry, 

r J == rx 

— pz . 

V . = py — qx. 

Wr, —Pi, 

Wr, = 


“>r, == Tl, 

C 

i 

11 

= r^x 




Chapitre V. — Composition des mouvements. 

Composition des vitesses : =■ V* -t- V^. 

Composition des accélérations : 

(Je est le double du vecteur vitesse qu’aurait le point Vr dans la rotation Aw.) 
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Chapitre VI. — Principes de la dynamique. Travail. 

ÉGALITÉ FONDAMENTAI-t: : F = mJ. 

Travail élémentaire : c/S = Xdx h- \dy -4- Zdz. 

Fonction de forces U : 


Y _ 


Y== 


511 

ôv' 


Z 


_ôü 
ôz ^ 


d‘G = d{J. 


Chapitre VII. — Dynamique du point matériel. 
Théorèmes généraux. 

Force d’inertie : Les forces appliquées à un point matériel et la force^ 
d’inertie — mJ forment un système dont la résultante est nulle. 

Équations du mouvement : 


u - u ; V 


,*.v. 


d'^Z 

""dl^ 


= Z. 


Théorème des aires: Si on a N = 0, 011a r‘'^^^ = C, ou -.7— ?• 

dt dt 2 

Théorème des forces mves: 


JC, 


1 . 1 > 

— mr*- 

1 


- mv ^ — U = G"*. 


Chapitre VIII. — Problèmes de la dynamique 
du point matériel libre. 


Mouvement dù a une force centrale ; 

my,- = F, 


do 

dt 




Chapitre IX. — Équilibre 

et mouvement d’un point matériel soumis à des liaisons.. 


Équation du mouvement du pendule simple : 


^ __ 

dt^~ 


--^sinô. 
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Di RÉK DES PETITES OSCILEATIONS DOtBLES DU PENDL’LK SIMPLE! 



Force de erotte.ment en repos: T 

Forci; de frottement en molnement: 

T = /’'N. 

Chapitre X. Mouvements relatifs d^un point matériel. 

Théorème: On peut considérer le Irièdre mobile comme s'il èlail fixe à 
condition d’adjoindre la force d'inertie d'enlrainemenl — diJ, et la force de 
('.oriolis — m.l, . 

Hemaroi E : La forcp de Coriolis est mdammenl nulle si le mouvement d’en- 
trainement est une translation ou si la vitesse relative est nulle. 


Chapitre XI. — Centre de masse. Moments d’inertie. 

Coordonnées di centre de masse D : 

M: — Ï//U’, Mr. M^—'^mz. 

Moment d'inertie 1 : l — -mr-. 

lui ON DE cviEATiON K: I MK". 

Tiiéohi.me du transport pirallèli;: 

1,.= I„-4-Me/T 

Feeipsoïde d’inertie : 

AX" I h\ ' H c/- — 2DVZ — 2EZX — 2FX V - i 

avec A -ni(y- -F- z-), D == - 1 - x-), C = Xdj(x- -h if), 

D '^011/ Z, F — Xe/7zx, F = Xmxy. 


Chapitre XII. -- Dynamique des systèmes. Théorèmes généraux. 


Théorème du mouvement du centre de masse: 


dO 


XX,, 


d\ 
dû ' 




dK 


: XZ,. 


Fil abrégé : 


M .F,l --UK. 



APPE\[)1GE 




Théohème des moments cine'tioi es : 



En abrégé : K\ =0(1. 

Théorème des AiHEs totales: Si N — 0, on a l//jr-V^ = Èl. on 

(h dt 2 

THÉORÈAfH DES FORCES VIVES: 

ntv- = — 

V = 

Référé de Koend. : Le Ihéorème des momerds cinétiques et le théorème des 
forces vives s'appliquent dans le mouvement relatif par rapport au repère 
de Kænig, 


Chapitre XIII. -- Mouvement d’un corps solide 
autour d’un axe fixe. 


Vitesse ancueaire : 


dy. _ f/O 
dt~~ dt' 


Moment cinétiofe far raffort a i.'ave fine : 

, doï 


Énergie cinétiofe : 


dt 


Équation du moi vement : 


dl~ 


ÉQU,' 


ATION DU MOUXEMENT DU PENDUI.E COMPOSE: 


1 

i sm 3 


Chapitre XIV. ~ Problèmes sur le mouvement des systèmes. 

Conseils : On commt'nce par choisir les paramÈ'tres de position. Ensuite on 
applique les théorèmes généraux à l'ensemble du système ou aux différentes 
parties du système. 

VocT et Mextré. — Méc.a. 


13 
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Chapitre XV. — Statique. 

Condition [’mverselle d’équilibre : 

X, = 0, Y, = 0, Z« = 0, U = 0, M, = 0, Nc = 0. 

En abrégé : Ôîi 0, 0(1 == 0. 

Équilibre d’un fil rectiligne tendu par deux forces appliquées aux extrémités. 

Théorème : La tension est la meme en tous les points du fil. 

Théorème des travaux virtuels : La condition nécessaire et suffisante pour 
V équilibre d'un système de solides assujettis à des liaisons bilatérales sans 
frottement est que la somme des travaux virtuels de toutes les forces données 
soit nulle pour tous les déplacements virtuels respectant les liaisons. 

Méthode de d’Alemrert: Uensemble des forces extérieures et des forces 
d'inertie d'un système matériel forme un système de vecteurs équivalent à 
zéro. 


Chapitre XVI, — Chocs et percussions. 


Projections d’une percussion : 



Théorème du mouvement du centre de masse. 
É(|uaiion de projection sur Ox ; 



Xdt. 


Théorème des moments cinétiques ; La variation du moment cinétique par rap- 
port à un axe fixe est égale au moment résultant des percussions extérieures 
par rapport à cet axe. 

Équation relative à Oa:: : 




dt 


]r'< 


LeC/L 



Vecteurs. 

(CltAFlTRE I.) 


1. On donne un parallélépipède rectangle construit sur trois arêtes 
OA — 3, OB = 4, OC = prises comme axes de coordonnées 0*r. Oy, Oz ; on 
considère les deux vecteurs représentés par les dia- 


C 



gonales AB et CD de deux faces opposées. Former 
la réduction au point O de ce système de deux 
vecteurs et déterminer l’axe central. 

On partage les diagonales AB et CD en par- 
ties égales infiniment petites UH', KK' égales k 
ds, s désignant les distances égales AH et CK ; on 
porte sur IIK un vecteur issu de H et égal à HK . ds ; 
former la réduction au point O de ce système de 
vecteurs et déterminer l’axe central. Déterminer 
le moment résultant du système par rapport aux 
sommets du parallélépipède (fig, 08). 


2. Quelle est en joules la vahuir du moment 
<l’un couple formé de deux forces d’une tonne distantes de 50 centimètres ? 


3. Ctudier un système de huit forces représentées parles huit arêtes d’un 
tétraèdre régulier ; considérer les ditVérents cas possibles en donnant aux forces 
leurs deux orientations. 


4. Un réservoir rempli d’eau est fermé par une paroi verticale ayant la 
forme d’un triangle isocèle de base supérieure horizontale h et de hauteur h. 
Trouver la résultante des pressions exercées par le liquide sur la paroi et le 
point d'application de cette résultante. On sait que la force pressante exercée 
sur un petit élément de paroi est égale au poids d'une colonne de liquide ayant 
pour base cet élément et pour hauteur la distance du centre de l’élément à la 
surface libre horizontale du liquide. 



m 
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Cinématique. 

(Chapitres II à V.) 

5. r^tudicr le inouxemont défini par les équations 

X = l ' — 3/, 1 / = — 3/’, Z = cÇC ’ -I- 3/), 

( étant une constante. 

(>. L'n train partant de A sans vitesse a une accélération constante 
Y ~ 0,7 ; à vin certain moment on supprime l'admission de la vapeur et le train 
ralentit avec une accélération constante Y“ — puis s'arrête en H à 

30(1 métrés du point A. 1a*s unités adoptées sont le mètre et la seconde. On 
demande de trouver la durée des deux phases du mouvement et de construire 
le diagramme de la vitesse elle diagramme de l’espace. 

T. Cil Nolant de rayon K = 2 mètres a un mouvement iinirormément 
relardé : à l'origine du temps sa vitesse est de 300 tours par minute ; au hout 
de quatre secondes sa \itess(‘ n’est plus que de 240 tours par minute. Trouver 
la loi du mouvement angulaire. Calculer le nomlire de tours etl'cctués jusqu’à 
l’arrêt. Déterminer l’accélération d’un point A de la jante à l’instant /= 18 
secondes et conslruiri' l'hodographe de ce point A. 

8. Cn mobile tombe dans un liquide sans vitesse initiale ; la ré.sistance à 
ravaneement est telb' (pie l’on a y — cj — 4e(mètre, seconde), r étant la vitesse, 
y étant l’accéléralion, (j étant l’accéléi-ation due à la pesanteur. Ti'ouver la loi 
de la NÜesse et la loi (ie l'espace. Calculer la vitesse et res|tac(‘ |)arcouru à 
l'in^tanl / — 4 secondes. Déterminer la limite de la \itesse. 

O. Consti'uire les courbes représentatives du mouvement vertical suivant: 

I ' élévation d’un mouvenuMit uniformément varié, sans vitesse initiale, j)cn- 
dant 6 secondes, sur un parcours de 0 mètres ; 2" élévation d’un mouvement 
uniformément relardé pendant (i secondes, sur un parcours de 0 mètres avec 
vitesse finale nulle ; 3" deux périodes de six secondes chacune symétriques des 
premières au cours desquelles le inohile redescend à sa position initiale. Tra- 
cer une came produisant ce mouvement vertical (n” 34) en tournant d’un 
mouvement uniforme et en faisant un tour en 24 secondes. 


10. Un tramway parcourt une longueur de 800 mètres de la façon sui- 
vante : 1" mouvement accéléré pendant 20 secondes avec vitesse initiale nulle 


et accélération y - A sin ; 2" mouvement uniforme à 

10"' *'^-; 3’ mouvement retardé d’accélération — A sin 
sec 20 


la vitesse de 
J avec vitesse 


finale nulle. Déterminer la constante A, sachant que la vitesse n’a pas de 
variation brus(pie. Trouver la loi du mouvement et de la vitesse pendant les 
trois périodes ; calculer les durées et les chemins parcourus. 


il. Étudier les lois de la vitesse et de l’accélération du piston G d’une 
machine à vapeur, en supposant «pie l’arbre O «pii porte la manivelle OA et 
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^'.ntraîne la bielle AH est animé d’un mouvement aniformede vites^e angulaire 

w (/?</, bb). Ôn posera (b\ = r, 
AH~ / ; on éludiera le cas géné- 
ral, puis le cas ou le rapport ^ est 
petit. ' 


12. ("n coi'ps solide (’st animé 
(ruM mouvement hélicoïdal dont 
la vitesse de lotalion autour de 
est tu- dont la vitesse de translation paralbde à ():: est 

s 

4™. Déterminer les points du solide qui à un instant donné ont leur vitesse 
s 

passant par un point d'abscisse b'" et parmi ces points dét('rminer ceux qui 
ont une vitesse de ‘1 - - ; quelle est leur accélération ? 

IH. l'ri mobile part d'un point O avec une vitesse initiale itieonnue ; il 
est animé d'un mouveinenl à accélération constante ; un observa leur placé à 
10 mètres au-dessus du point () voit passer le mobile aux instants — i s, 
^ 2 — .") s; calculer la vitesse initiale et l’aecéléralion. 

14. Un mobile A se déplace sur l'axe Oæd'un mouvement donné ; la droite 
qui joint le point A a un point fixe U, de coordonnées - 1 mètre, 

-f- 1 iiH'ti’e, rencontre l'axe Oij en un ])oint H ; détermiiKM’ réapiation du 
mouvement du point I» et calculer sa vitesse en ronction de la vitesse d)i 
point A. 


A 



Kig. (iO. 


15. U’n point décrit la s|)irale r -- de telle façon que sa vile>se n 

satisfasse à e = • l'dudier la \itcsse aréolaire et raccélération ; déterminer 

riiodograpbe. ^ 

10. Une barre AH de longueur 2H Kè"" se déplace de façon (pie le 
point H décrive une circonférence de rayon H — b "" et di' centre ti. le mouve- 
ment circidaire étant uniforme avec la vitesse angulaire (o — 2. La barre glisse 
sur un |)oint O de la circonférence, rrouver la vitesse du point A quand le point 
H s’esl déplacé de 120’. ('.onstruire la base et la roulante (n” 22). 

17. bitudier le mouvement, la vitesse et l'accéléralion des points d’un 
plan mobile qui glisse sur un pian fixe de telle maniéré (prune circonférence 
du plan mobile roule sans glisser sur une droite du plan fixe. Un supposera 
d’abord (jue le point géomélri(pie de contact de la circonférence avec la droite 
a une vitesse uniforme; on supposera ensuite (pie ce [loint a un mouvement 
quelconque mais connu. 

18. Un mobile décrit d'un mouvement uniformément varié une droite tra- 
cée sur un plan qui glisse surlui-mème en tournant d’un mouvement uniforme 
autour d’un point fixe. Ltiidier le mouvement, la vitesse et l accélération du 
mobile. 

11). Combien de temps mettra au minimum un nageur pour traverser une 
rivière de 20 métrés de large, sachant que le courant a une vitesse de 1 mètre 
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à la seconde et que le nageur ne peut pas dépassér en eau calme la vitesse de 

4 

heure 

20. Un wagon de 2®, 50 de largeur se dé- 
place avec une vitesse de 90 km/heiire. Un pro- 
jectile lancé horizontalement dans une direction 
faisant un angle de 60" avec les rails pénètre en 
A et sort en B, tel que A'B = 1,2 mètre {fig. 70). 
Calculer la vitesse du projectile. 


A' B 



A 

Fis. 70. 


l. On 

Ln 


donne un cercle tangent en O à Taxe Ox (fig. 71) et de diamètre 
h ; une barre rectiligne CBA tourne autour du 
point C diamétralement opposé à O ; elle ren- 
contre Oæ en A et le cercle en B. On suppose 
que le point géométri<|ue A se déplace sur Oj:- 
avec une vitesse constante Vq. Déterminer le 
mouvement du point géométrique B, sa \i- 
tesse, son hodographe et son accélération. 

22. Un avion a dans l’atmosphère en re- 
pos une vitesse de 135 , ; on suppose que 

heure 

le vent souflle de l’ouest à l’est avec une vitesse 
de 22,5 mètres par sc'conde. Ocelle direction 
l’avion doit-il prendre pour que sa trajectoire 
absolue ait la direction du nord-est et quelle 
est alors sa vitesse par rajjport à la terre ? 



23. Autour d’uii point O fixe tourne dans le plaî> xOg une droite D d’un 
mouvement dont la vitesse angulaire est constamment égale à 2 -- » Sur 

cette droite 1) sc meut un mobile A avec un mouvement relatif inconnu. 
Déterminer la loi du mouvement relatif de façon (pie la vitesse absolue du 

mobile soit eoustamment égale à 4 Trouver la trajectoire absolue du 

mobile et son accélération, en supposant (pi'à l’instant initial le mobile est sur 
l’axe Ox à la distance t mètre du point O. 


Dynamique du point. 

(CuAririiES Vm, IX, X.) 

24. Quelle force faut-il appliquer à un point matériel qui pèse deux 

grammes pour lui donner une accélération de 2 — en un lieu où l’accé- 

heure'^ 

lération de la pesanteur est de 9,8 ? 

25. Quelle est en chevaux-vapeur la puissance d’une machine qui fournit 
un travail de 10 000 joules ù l'heure ? 
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26. Un point pesant est attiré par une droite proportionnellement à une 
puissance de la distance du point à la droite. Montrer qu’il y a une fonction 
des forces. Etudier les surfaces de niveau, en. supposant la droite verticale. 


27. Un point matériel pesant se déplace sur la verticale avec la résis- 
tance R proportionnelle au carré de la vitesse R= On le lance d’abord 


vers le haut avec la vitesse initiale Tq — — a. Trouver le point le plus élevé 
atteint et le temps mis à l’ascension. Le mobile redescend ensuite. On admet- 
tra que k est très grand, de façon qu’on puisse négliger si p > 2. Applica- 
tion numérique : g = 980, k = 9,8 x; 10’ ; on calculera le temps misa l’ascen- 
sion et le temps mis pour revenir au point de départ. 


28. Mouvement vertical d’un point pesant de poids P dans un milieu 
résistant, la résistance R étant proportionnelle au carré de la vitesse. Applica- 
Pi>“ 

tion numérique : |R1 ~ i nn déterminera la vitesse limite de chute; on 
calculera le temps que, met le mobile en descendant pour accroître sa vitesse 
de zéro à 4,9 ~ ; on cherchera la hauteur à laquelle s’élève le mobile quand 
on le lance avec une viiiîssc initiale égale à a y* 


29. Un canon OA a un diamètre de 7o'"'“ et une longueur / de 2 mètres ; 
un projectile de poids égal à 8’'“ est soumis la pression des gaz produits par 
la comlnistion de la poudre ; on suppose que la pn'ssion résultante est fournie 
par la formule == k\/x{l — .r), x désignant la distance du projectile à l’ori- 
gine O du canon. Ou sait que le projectile au sortir du canon a une vitesse de 

oOO^- Calculer le coefficient A et en déduire le maximum de la [iression 

kiT 

en — Calculer le temps mis par le projectile à [larcourir le canon. 


30'. Un canon a les caractéristiques suivantes : 

calibre (diamètre intérieur de l’amc), T.’i mm ; 

longueur de l’ànie, 2,5 mètres ; 

poids du projectile, 7,2 kg ; 

vitesse à la sortie, 520 mètres par seconde. 

On suppose que, pendant le parcours du projectile dans la pièce, la 
combustion de la poudre maintienne constante la jiression du gaz et on négli- 
gera les frottements. Déterminer ; 

U l’énergie cinétique du projectile à la sortie (en kgm et en joules) ; 

2® la force qui agit sur le projectile pendant son parcours (en kg et en 
dynes) ; 

3“ la pression du gaz en atmosphères et en kg/cm^ ; 

4° le mouvement à l’intérieur du canon et l’accélération ; 

5® le temps de parcours de l’àme. Gyr.) 

31. Un mobile se déplace sur une droite horizonlale et il est simplement 
soumis à une force résistante proportionnelle à la vitesse F ~~ Xniv. Ce mobile 
est lancé avec une vitesse initiale de 2 mètres par seconde ; on constate qu’il 
parcourt une longueur totale de 100 mètres. Trouver la valeur du coefficient).. 
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r,alculer au bout do oonibion do lonips te inol>ile a parcouru mètres. Déter- 
miner et représenter L^raphiquernont la loi du mouvement et la loi de la 
vitesse. 

:i2. Etudier le mouvemcïd rectiliiiiie d'tm mobile avec une résistance 
E ^ //jAVo. 

22. Etudier le mouvomeni rectiligne d'un mobile sous l’action d’une 
attraction proportionnelle a l inverse du carré de la distance à un point fixe. 

2'i. Sur une droite AB un point se déplace sous l'action de l’attraction 
d'un point fixe A, attraction proportionnelle à la distance, et de la répulsion 
d'mi point li\e B, répulsioti proportionnelle .à la distance. V a-t-il des positions 
<ré(|uilibre stable ou instable ? 

25. lin point libre reste sur un arc de cercle de centre O sous l'action 
l'une force parallèle ii ()//. On donne e„. Délerminer la force et la loi du 
mouvement, en su[)[)osant l'abscisse initiale nulle. 

22. lin plan incliné rugueux a I km de longm'ur <'t une pente de 1/100. 
l’n mobile met trois minutes pour descendre en glissant sans vitesse initiale, 
l'rouver le coeflicient d(' frollenumt. 

27. 8\ii vaut (juelle droite faut-il faire descendre dans le vide un mobile pesant 
pour lui faire atteindre dans un temps minimum une dioite BC ? On suppose 
(pie le mobile part sans vitt'sse d'un point O, «pie !«' p«dnt B est sur l'horizon- 
tale de O à 1 mètre de O, «pic le point (i est sur la \crlicale de O, à 1 mètre 
en dessous de O. 

28. l n centre de forces 0 se déplace sur l'axe O.r d’un mouvement uni- 
forme dont la vit('sse est égale a l'unité. Le centre (’ attire un élément matiV 
ricl M de masse unité jilacc dans le plan .rOi/ avec um* force \' dont l'intensilé 
a |>onr mesure colle de la distance .M(]. A l'instant initial, le centre C est à 
l'origine O et le point M est abandonné sans vit«‘sse en un point de coor- 
donné('s = 0, i/,, 1, Délerminer le mouvement «lu point M. Indiiiuer la 
nature de la trajectoire. L.alculer le travail de la force l' «piand le point .M va 
le la position initiale .M,, a une autre position, 

20. l'n point iM mobile dans un plan est soumis ;i une foice attractive 
<rinlensilé — de la |)art du point lixe A, et à une force répulsive d’intensité 

de la part du point fixe Ai (les points .\, et sont situés dans le plan et l’on 
pose Tj — AiM et r.j — AiM). Trouver la fonction des forces. Construire les 
lignes de niveau et les lignes «le forces. 

AO. Un point malériel A «le masse 1 se trou\e «lans le champ de forces 

X ^ " T’ ^ ~ — -2 ’ déterminer le travail pour un déplacement du 

point (a-,,, ;«/,,, au point (.r, i/, z) : trouver les surfaces de niveau et les lignes 
de forces. Etudier le mouvement du point A assujetti à i‘est<‘r sur la droite 
parallèle à (dz ayant pour équations 1, ly — 2. On supposera qu'à l’instant 
initial le point À se tr«)uve avec la vitesse 2 au [loint x=\, y —2, 3 — 1. 
Délerminer la pression du jioint A sur la droite trajectoire. 
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41. \]n point matériel A de masse m est soumis à son poids : i) est en 
outre attiré par deux masses /n, et placées en deux points fixes A, et Aj 
proportionnellement aux dislances et aux masses. Montrer que la résultante de 
ces deux forces attractives est la même que si les masses m, et m.j étaient 
concentrées en leur centre de masse. Déterminer les surfaces de niveau et les 
lignes de forces. Trouver la position d'équilibre B du point A supposé libre ; 
trouver la surface de niveau qui passe par B. Montrer (jue la fonction des forces 
passe par un maximum en B. Enfin en supposant maintenant que le point maté- 
riel est assujetti à rester sur une droite matérielle fixe, trouver la position 
d’é(iuilibre. 


42. Mouvement d’un point attiré par un point fixe O proporlionnellement 

à la distance r. On suppose que la force F a pour intensité ^ mr, que le rayon 

8 


vecteur initial vaut ID'"’ et que la vitesse initiale est ~ b cni/s. Trouver 
l’angle Y , 0 vitesse initiale avec le rayon vecteur [)our que le 

mobile passe par un point géümélri(|U(* Ai qui se déduit de \ par une rotation 
<run angle droit autour du point O. Trouver les axes de l’ellipse décrite par bî 
point. Calculer le temps mis pour décrire l'ellipse et b* temps mis pour aller de 
A,| en Al. 


43. Un point décrit une cardinïde d'é(|uation r — «(l-f-cos 0) sous 
l’action d’une force centrale f(r), trouver la fonction /(/*)• 

44. Un |)oint matériel A, de poids D, est maintenu par deux cordons pas- 
sant sur de peliles poulies B, C de même niveau 
(BC= I mètre) et supportant des poids égaux à P. 
On suppose que la tension des cordons est foujoiirs 
égide à B et q»ic le mobile A se déplace sur la 
verticale médiane. Ce poiid A est en équilibre 
(piand l'angle BAC est égal à 120". On écarte le 
point A vers le b;is d'une distance OA,) ~ 1'”,20 
(O milieu de BC) et on l'abandonne sans vitesse. 
Trouv(‘r la relalion ([ui donne la vitesse en fonc- 
tion de l’altitude c ; trouver la vit('sse au moment 
du passage en 0 sur l'horizontale B(]. Déterminer 
la positioji ou le point s’arrêtera pour redescendre ; 

calculer le maximum de la vitesse. Donner une v;deur approebée du temps 
mis à rascension (fig. 72). 

45. Ivjiiilibre et mouvement d'un anneau glissant sans frottement sur 
une droite inclinée à dO" sur la verticale et tournant à vitesse angulaire 
constante à raison de 120 tours, minute. 


B O C 



4(>. Un fil de caoutchouc de 50'“' de longueur est attaelié en B et en C sur 
une horizontale ; sa longueur naturelle est BC. Lorsqu’on l’allougc, sa (ension 
est proportionnelle à l’allongement. Ou constate (pie si l'on suspend au milieu 
un poids de 250 grammes, le lil peut pre»)dre une position d’équilibre BAC telle 
<iue le triangle BAC soit éfjuilatéral. Trouver le mouvement quand on suspend 
brusquement le poids au milieu O de AB, le fil étant dans son étal naturel. 

47. Un point A de masse I gramme est soumis à l'action de la pesanteur 
et d’une force attractiv e émanant de l’origine O et de valeur absolue dynes, 
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r désignant la distance OA en centimètres. Trouver la valeur du travail quand 
le mobile passe d'un point à un autre. On supposera ensuite que le point se 
déplace sans frottement sur la surface matérielle d’un paraboloïde situé en 
dessous du plan xOy et d’équation 2z — -f ; trouver la position d’équilibre 
et déterminer le mouvement ; étudier en particulier les deux cas où on place le 
mobile en un point de cote z — -f- 2''" avec une vitesse initiale dirigée soit suivant 

le méridien soit suivant le parallèle et égale à t’„ = 7 

48. Un cylindre homogène de densité inférieure à t et de de hauteur 
louche par sa base la surface de l’eau d’un large bassin ; on l’abandonne à lui- 
même, Déterminer la longueur de son enfoncement maximum et la durée des 
oscillations de son mouvement. On examinera successivement les deux cas 
suivants : 1" la densité du cylindre est 0,4 ; 2" la densité du cylindre est 0,9. 
On supposera que y mètres — t:- et on tiendra compte de la poussée d’Archi- 
mède en négligeant la résistance olferte par l’eau à l’avancement ; on traitera 
le cylindre comme un point matériel qui aurait même masse et .serait soumis 
au poids et à une force égale ii la poussée d’Archimède, 

4î). Mouvement d’un point pesant sur une cycloïde, d'axe vertical, dont la 
concavité est tovirnée vers le haut. 

50. Un corps pesant de poids V ~ mg glisse avec frottement de coeffi- 
cient donné sur un plan incliné (pii fait l’angle i avec le plan horizontal. Il est 
lié à un r(‘ss()rt fixé en un point de la partie supérieure du plan et constam- 
ment [larallèle à une ligne de plus grande pente. Utudier l'éipiilibre et le tnou- 
vement du corps en supiiosant que sa vitesse initiale soit parallèle à la direc- 
tion du ressort. On supposera <pie la force exercée par le ressort est 
proportionnelle à son allongement. 

51. Un point pesanl A de masse 4 est assujetti à glisser sans froltement 
sur une droite faisant avec l’horizon ; il est attiré par un point U de cette 
droite proportionnellement à la distance r — OA, la force ayant pour valeur 
absolue Ifî/-. Trouver le mouvement en suppo.sant (pTà l’instant initial le 
mobile se trouve au point O sans vitesse. 

52. U'axc Oz étant dirigé verticalement vers le haut, un point matériel 
de poids 2 kg est assujetti à se déplacer sur la surface matérielle d'équation 



ce point est soumis à son poids et à une force F parallèle au plan xOy. 
Comment doit on choisir cette force pour que le point soit en équilibre en un 
point quelconque de la surface ? Où faut-il placer le point matériel pour que la 
pression normale soit de 3 kgs ? Quel est lo travail de la force F pour un 
déplacement du |)oint sur la surface? 

53. Etudier le inouvement dans le vide d’un point matériel pesant aban- 
donné sans vitesse initiale, en tenant compte du mouvement de la Terre. 

.54, Etudier le mouvement dans le vide d’un projectile en tenant compte 
du mouvement de la Terre, 
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55. Etudier le mouvement d’un point matériel pesant assujetti à rester 
sur une circonférence qui tourne autour d’un diamètre vertical avec une vitesse 
angulaire constante. On considérera le mouvement relatif par rapport au plan 
mobile. On cherchera les positions d’équilibre. 


Dynamique des systèmes. 

(Chapitres XI, XII, Xlll et XIV.) 


50. Trouver le centre de masse : 1“ d’un arc homogène de chaîrietle : 
2® d’un arc homogène d’hélice. 

Trouver le centre de rna.ssc : 1" d'une zone sphérique homogène ; 2" de la 
surface homogène d’une calotte de paraboloïde de révolution limitée par un plan 
perpendiculaire à l’axe et passant par le foyer ; 3’ de la surface homogène 
d’une demi- ellipse. 

Trouver le centre de masse : l® d’un segment de paraboloïde homogène 
de révolution limité par un plan perpendiculaire à Taxe; 2" d’un demi-tore 
homogène limité par le plan de l’équateur. 

57. Déterminer le moment d’inertie d’une plaque homogène ayant la 
forme d’un rectangle, par rapport à une diagonale. 

58. Déterminer rdlipsoïde d'inertie d’un ellipsoïde homogèn»'. 

5D. Calculer le moment d’inertie d’un cône de révolution homogène par 
rapport à son axe. [)uis par rapport à une droite passant par son sommet et 
perpendiculaire à son axe. Détermiiior les axes de l’elliiisoïde central d’inertie. 
Trouver la condition pour (pic l’ellipsoïde central d’inertie soit une sphère. 
Application ; le C()ne a un rayon de hase 10'*", une hauteur 20'"', une masse 
totale de 1 000 grammes ; il est suspendu par une arête ; trouver la dun^.c des 
petites oscillations ; trouver la durée des oscillations (jui donnent un écart 
angulaire maximum de 6 degrés. 

00. Une voiture automotrice de tramway est porlée par quatre essieux et 
chacun de ces essieux est actionné par un moteur électrique grâce à l’inter- 
médiaire d’un engrenage. On donne ; 1" le poids total de la voiture, des voues 
et des moteurs, soit P = 30000 kg; 2" le poids de (diaquc essieu, y compris 
les roues et les engrenages (pi’il porte, soit Pi — 800 kg; 3" le rayon des 
roues R, •= 0,4 m et leur rayon de gyration K, — 0,3 ; 4° le poids de chaque 
moteur P 2 — 1 000 kg et son rayon degyrationKi = 0,15 m. On sait que cha- 
que engrenage réduit la vitc.sse de son moteur dans le rapport de 4 à 1. Cal- 
culer le couple qu’il faut appliquer à chaque moteur pour donner à la voilure 

un mouvement uniformément accéléré d’accélération y == 0,2 la résistance 

à la traction étant égale à 10 kg par tonne. Déterminer la vitesse, le chemin 
parcouru et l’énergie cinétique au bout de 20 secondes. 

61. Une plaque homogène de poids P repose horizontalement d’une part 
sur un support A, d’autre part sur une roue dentée B qui engrène avec une 
crémaillère fixée à cette plaque ; on donne le poids Pi de la roue, son rayon 
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lli, son rayon do «yraHon /ii el la distance / du support au point de contact de 



la créiiiaiilère avec la roue. Celle-ci étant sou- 
mise à un couple constant, tendant à faire mou- 
voir la plaque dans le sens allant du support 
vers la roue, on demande d'étudier le mouve- 
ment du système. On suppose que la plaque 
jilisse sur le support avec un coefficient de frot- 
tement f ; à l'instant initial la plaque est en 
repos et son centre de gravité est au-dessus d\i 


éig- " support {fuf. 73). (On appliquera le théorème 

des forces vives au système formé j)ar l'en- 
semble de la plaque et de la roue.) 


(»2. Un moteur analogue a un moteur à gaz du type atmosphérique est 
constitué par un cylindre vertical ouvert à Tair libre a la partie 
sufiérieure el Jenfermant à la partie inférieure du Iluide moteur. 
( bi suppose ([ue ce Iluide se détend suivant la loi />i'T = C"* en 
soulevant un piston <pii porte une tige à crémaillère; cette cre- 
mailb're engOuie avec, une roue dentée tournant librement autour 
de son axe siipposé borizontal. Ecrire la loi de variation de la 
\iless(' du piston et trouver la hauteur à bujiiellc parvient le pis- 
ton, Cas particulier ou v~ 2 (////. 74). 

(»8. Un volant de poids P =: ,SÜ0 kg, ilc l axon extérieur 
U — I ni, de rayon de gyration K O.S ni, est soumis à l’action 
d'un couple moteur constant de. moment C=:l() kgm, A un 
instant ou la vitesse est de n = 30(1 tours. minute, ou fait agir sur 
la jante du volant un frein dont le eoefticient de fioltcment est 
f 0,2. 1" En supjiosant (|ue la pression (^1 du frein suit constante, déterminer 
<“elte (U'cssion de |■a(;on que le volant s’arrête au boni de n, ■ - tOO toiji's. 2'’ En 
supjiosanl que la [ui'ssion du frein varie proportionnellement au temps et soil 
égale à A/, déterminer le coeflicimit A de façon que le volant s’arréle au bout 
de 10 secondes; ealciilei’ le nombre d<^ tours qu il a alors etfeclnés. 



<î4. Cil wagon esl lancésur une voie rectiligne horizontale avec une vitesse 
initiale c,, ; trouvei' le eliemin iju'il [larcourt Jus([u’a son arrêt, sachant que 
l ensemble des résislanees (ju’il éprouve est une fraelion donnée de son poids. 
On désignera par P le poids total du wagon, roues comprises, par Pj le pidds 
total des ((uatre roues identiques, par H, le rayon des roues el par /r, le rayon 
de g\ ration des roues. 


05. Un dis(|ue homogène de rayon H tourne autour d'un axe horizontal 
<1- perpendiculaire ;t son jilan et passant par son centre. Un point P de la cir- 
conférence est attiré par un point .V situé sur la verticale de A(UA — a) sui- 
vant une force d'intensité k . PA. Démontrer que le mouvement est synchrone 
au mouvement d'un pendule simple de direction (IP ; on calculera la longueur 
A (le ce pendule simple. En supposanlque, quand (iPest horizontal, l'attraction 
est égale au poids, calculer la variation de X eu fonction de a. (Malhchna- 
tiqiies générales, Clermonté) 


GG. Une barre homogène de masse M, de longueur /, tourne dans un plan 
ai'O// autour de l'une de ses extrémités placée en ( l. La barre, non pesante, est 
soumise à 1 inlluence d’un champ de forces. La force du champ exercée sur un 
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élément de la barre de longueur inliniinent petite, de coordonnées (x, y') et 
de niasse infiniment petite m, a pour composantes X = /»//, V ~ mx. 1“ La 
barre étant dans une position quelconque définie par l’angle 0 qu'elle forme 
avec Ox, montrer que l’action du champ peut être réduite à une force unique. 
Trouver les composantes de cette force sur les axes et les coordonnées de son 
point d'application. Déterminer les positions d’équilibre de la barre. 

On abandonne la barre sans vitesse initiale sur la portion positive dc0.r. 
Trouver une équation permettant de déterminer en fonction du temps l’angle 0 
que forme la barre avec 0.r. Calculer la vitesse angulaire de la liarre en fonc- 
tion de 6 ; indiquer l’allure et les limites du mouvement de rotation. ÇMalhé- 
nialiques générales, Xanry.) 

«7. Etude du mouvement d’une barre bomogene pesante de longueur /et 
de poids P dont le.s deux extrémités A et H sont assujetties à lesler sans frot- 
tement sui‘ deux axes rectangulaires üx- bori/ontal et Oz \erti(‘al dirigé vers le 
liant. Evaluer l’énergie cinétique de la barre en fonction de l'angle cp (|ue 
fait 0(i avec riiorizontale. Examiner les cas suivants : 1' la barre est en des- 
sous du |>lan borizontal et s’écarte très peu de la verticale ; durée di's petites 
oscillations ; 2" la barre est confondue avec la verticale vers le haut et soumise 
à une très iietite vitesse initiale ; elle glisse et tombe sur le plan horizontal ; 
quelle est la vitesse de rextrémité H quand elle arrive en O? d" l’extremité H de* 
la barre peut s'écarter de la verticale Oc (liaison unilatérale); trouver la réaction 
et chercher dans quelle condition la barre cesse de s’appuyer sur la verticale 
O- ; 4" la barre est en dessous et le plan borizontal tourne autour de Oc avec 
une vitesse angulaire constante c»; trouver la position d’éiiuilibre. 

08. Un treuil est constitué par un cylindre bomogene de rayon 0,20 m cl de 
poids Q — 00 kg ; il tourne autour de son axe supposé hoi izontal. Sur ce treuil 
est enroulée une corde de masse négligeable, tombant verticalement et sup- 
portant un poids |'--20'’-, Le système, d’abord au repos, est abandonné a 
lui-mème. Trouver la vitesse acriuise par le poidv 
P lorsqu’il sera descendu de o mètres, 

«». Sur un treuil à ax«' horizontal est en- 
roulée une corde de poids négligealile supportant 
un poids Q qui tombe verticalement. Le treuil 
porte des ailettes qui éprouvent une résistance de 
la part de l’air; étudier le mouvement lorsque 
cette résistance est proportionnelle k la vitesse 
et lorsqu’elle est proportionnelle à son carré ; le 
système est supposé partir du repos. 

70 . Une plaque homogène pesante de poids 
J P a la forme d’uii triangle rectangle isocèle ABC 
^ tel (|uc AB=BC~a; cette plaque tourne au- 
tour du coté AB supposé vertical, la pointe A 
tournée vers le bas servant de pivot; la plaque 
est maintenue par un manchon placé près du 
point B (fig. 75). A celte plaque est fixée une 

roue horizontale de centre A, de rayon de 

rayon de gyration A' et de poids P' ; sur cette roue passe sans glisser un cordon 

de poids négligeable dont les brins horizontaux et parallèles passent sur deux 

petites poulies de renvoi, d'intluence négligeable, et supportent deux poids 
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<}i et Q 2 tombant verticalement. Etudier le mouvement du système ; calculer 
les tensions des brins du cordon et les pressions s’exerçant sur le pivot et sur 
le manchon. 

7i. Un corps solide de poids P glisse avec frottement le long d’une ligne 
de plus grande pente d’un plan incliné faisant avec l’horizon un angle donné i. 

A ce corps est attaché un 
câble de poids négligeable 
s’enroulant sur un treuil ho- 
rizontal placé à la partie su- 
périeure du plan incliné; on 
donne le poids du treuil, 
son rayon U et son rayon 
de gyration K. Déterminer 
le mouvement du système 
sachant que le treuil est sou- 
mis à un couple moteur 
constant de moment C, faisant remonter le corps sur le plan incliné. Quelle 
est la tension T du câble? (On coupera le céble à ses deux extrémités, quitte 
à appliquer au point d’attache du treuil une force tangente au treuil et d’in- 
tensité T et au point d’attache du corps une force dirigée suivant le câble et 
d’intensité T (/(q. 76); on étudiera alors séparément le mouvement du treuil 
et le mouvement du corps, puis on éliminera T.) 



Statique. 

(Chapitivk W.) 

72. Une barre AH de poids P = 1 kg et de longueur Z=:0"\30 est sup- 
portée par un ül de caoutchouc de longueur naturelle / -- 0'",r)0. Le iil est sus- 
pendu à un crochet C ; il s'allonge proportionnel- 
lement à la tension cl une tension de. t kg produit 
un allongement V — L Trouver l’angle x que fait 
le tîl avec l'horizontale (/<q. 77). 

73. Un bateau suit le milieu du canal ; il est 
tiré par deux chevaux placés respectivement sur un 
chemin de halage. 
et sur l’autre; 
chaque cheval lire 
avec une force de tOO kg. La première corde 
fait 20** avec la direction du canal ; trouver 
la direction de la 2'" corde et l'elfort utile 
total. 

74. Sur un plan qui est incliné suivant un 
angle de 36" repose sans frottement une barre 
Ali de poids P — 10 kg. Cette barre est maim 
tenue par une force parallèle aux lignes de 
plus grande pente du plan et appliquée en H. Trouver la position d’équilibre 
et la force F {fig. 78), 




A Zi 


Fig. 77. 
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75. Equilibre d’une barre pesante AB dans un plan tournant autour d’un' 
P axe vertical Ox avec une vi- 

-7? y tesse angulaire constante w, O 

^ les points A et B étant assu- yA 

jettis à rester respectivement / \ , 

sur Ox et sur Oy {fig. 79). ^ 

A ^ 76. Deux tiges OA, OA' / \ 

articulées au point O reposent / \ 

sans frottement sur des ap- / 

^ puis B, B' de même niveau. N ) 

Eig. "9. On a OA == OA' = 0,8 m, 

BB' = 0,2 m. A chacune des 1 | 

extrémités A et A' est appliqué un poids 10 kg. \ l* 

Trouver la position d’équilibre {fig. 80). 


77. Une barre homogène OA = 0,20 m, de poids 
P — r> kg, repose sur un cercle vertical de rayon 11 = 0,10, de poids P' 10 kg, 
placé sur un plan horizontal qu'il touche en B et 
retenu par une corde 01) attachée en O et en D 
sur OC. On donne 
l'inclinaison de la 
barre en imposant 
OB = 20 cm. Cal- 
culer la tension T de 
la corde et les réac- 
tions {fig. 81). 

78. Sur un plan 
incliné repose un 
-cône homogène de ray(m r = 8 cm, de hauteur 
h ” 40 cm et de poids P -- 10 kg. P Le plan est 
rugueux ; quelle inclinaison maximum peut-on 
donner au plan pour que le cène ne tombe pas ? 

2° Dans cette position on supprime le frottement ; quelle force horizontale II 
doit-on appliquer en un point de l’arête SA {fig. 82) pour que le cône ne glisse 
pas et dans quelle région doit-on appliquer là force H pour que le cône ne 
tombe pas? 




79. E(juilibre d’une table pesante reposant par quatre pieds égaux de 
façon que les enfoncements des pieds dans le sol soient proportionnels aux 
pressions exercées. 

80. Une poutre de poids négligeable repose sur deux appuis O et A, une 

autre poutre de poids négligeable 
repose sur un appui G et supporte 
en B un poids V. En qwel point 
faut-il appuyer la deuxième 
poutre sur la première pour que 

. I> la réaction en A soit égale à P? 

Calculer les autres réactions. Ap- 
plication numérique: P~ tOOkg, 
OA = a^l m,AB = 6=l m, BG=- e = 0,2 m (/?y. 8.3). 
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EXERCICES 


81. l'ne barre homogène qui pèse \ kg par décimètre a la forme d’une 
équerre de côtés OA = 1 m et OB = 0,5 m. Elle est sus- 
pendue en O. Trouver l’inclinaison qu’elle prend natu- 
rellement (/ig. 84). Calculer la force horizontale II 
qu’il faut appliquer à l’extrémité A pour que les deux 
branches de la barre soient également inclinées sur 
l'horizontale. 

82. Au centre d'un plateau circulaire de poids négli- 
^ geable est un poids de 00 kg; déterminer les trois points 

A, B, C de la circonférence par lescpiels on doit sus- 
pendre le plateau pour le maintenir horizontal avec des forces de liaison pro- 
portionnelles aux nomlires 3, 4, 3. 


8;j. T'n treuil (/ig. 85) est constitué par un cylindre de rayon r = 20 cm 
<lonl Taxe repose sur deux appuis A et B et 
P- 1: |)ar une loue de rayon H = 80 cm et de centre 



C. Ce treuil est aclionné par un pignon de 
contre IJ, de rayon r, = 10 cm, mu par une 
manivelle E de rajon B, = 50 cm; le point 
1) est situé sur la verticale de C. Le poids 
propre du treuil est P = 100 kg. ITic corde 
enroulée sur le cylindre dans le plan vertical 
d\i point ii, centre de gravité du treuil, sup- 
porte un poids Q = iUO kg. Les distances AG, 
GB, BC <)t»| pour valeurs AG - 00 cm, 
(i H — 40 cm, BC =- 2.') cm. 1" Calculer la 
force 1’’ qu'il faut appliquer sur la manivelle 


û 


pour maintenir l’équilibre ; 2" Calculer les 
réactions sur les appuis en A et B. 


84. Lno porte rectangulaire ().\BC(/?^. 80) 
tourne autour 


d’un axe ver- 
tical Ur Confondu avec OA et est maintenue en 
O par une articulation et en A par un manchon ; 
les dimensions sont OA=2m, AB = 00 cm ; 
le poids P appliqué au centre du rectangle est 
P = 40 kg. La porte est d'abord dans le plan 

: elle est ensuite écartée grâce à une force 
F = 12 kg appliquée normalement à la porte au 
milieu 1) du côté BC. 

La i)ortc est retenue par un ressort FI K at- 
taché d’une part en un point II du côté supé- 
rieur de la porte, tel que AU = GO cm. d’autre 
part en un point K où vient se placer II (piand 
la porte est au repos. La tension du ressort est 
proportionnelle à HK ; sa valeur est X.IIK ou 
Fl K est exprimé eu mètres et X en kilogrammes 
par mètre. P’ Calculer le coeflicient X sachant 
que la force F maintietjt la porte en équilibre 
lorsque l’angle d’ouverture IIAGK est égal à GO’; 
des appuis O et .\. 



Fig. HG. 


2'* calculer alors les réactions 
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85. Balance à contrepoids constant. — Sur un cercle de rayon r {fig. SI) 
mobile dans un plan vertical autour de son centre 0 
est enroulé un fil supportant à son extrémité un 
/ N® poids P; sur une développante BDG de ce cercle 

' O* j X passe un autre fil quittant la développante en D et 
y \ supportant à son extrémité un contrepoids constant 
\n Q' Quelle est la position d’équilibre du système? 

^ Quel est le lieu du centre du contrepoids Q quand P 
Pl^ / varia? (fig. SI). 

80. Trouver la position d’équilibre d’un système 
de deux tiges homogènes pesantes; la première, OA, 
QU de longueur 2a et de poids P est articulée à un sup- 
port fixe à son extrémité 0; l’autre, AB, de longueur 
2b et de poids Q, est articulée à la première en A 
et est soumise à son extrémité B à une force horizontale d'intensité donnée F 



(fig. 88). 

87. Une tige homogène 
pesante OA de longueur 21 et 
de poids P repose par une de 
ses extrémités O sur un sol 
horizontal rugueux, le coeffi- 
cient de frottement étant /’; 
cette tige est soumise à l'autre 
extrémité A à une force F de 


grandeur et de direction données. Chercher les conditions d'équilibre. 


88. Equilibre d’une barre homogène pesante s’appuyant sur un sol hori- 
zontal et sur un mur vertical rugueux. 


89 . Une tige pesante AB s’appuie avec frottement de même coefficient f 
d’une part en A contre un mur vertical, d’autre part en 
G sur un cylindre horizontal parallèle au mur (/ù/. 89). 
Chercher en quels points on doit appliquer à la tige 
une surcharge donnée pour qu’elle soit en équilibre. 

90. On considère dans un plan vertical un système 
formé de deux tiges pesantes : l’une est une manivelle 
OA tournant autour d’un point 0, l’autre est une bielle 
AB articulée en A à la bielle ; son extrémité B glisse 
avec frottement sur une droite horizontale passant 
par le point 0. Déterminer les conditions d’équilibre de 
ce système. 

91 . Une tige horizontale x'Ox tourne avec une vi- 
tesse constante w autour d’un axe vertical Oz passant 

par un de ses points 0. Sur cette tige glissent deux anneaux A et A' de même 
poids P constamment symétriques par rapport au point 0 et reliés l’un à l’autre 
par un ressort de masse négligeable. Ce ressort à l’état naturel a une longueur 
2/ et lorsqu’il est soumis à ses extrémités à des tensions T, il subit un allon- 
gement 2x tel que l’on ait T = /c-y • 



VoGT et Mentbé. — Méca. 
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On demande la position d’équilibre des anneaux, en supposant qu’il n’y 
ait pas de frottement. — En admettant ensuite qu'il y ait frottement des 
anneaux sur la tige x'Oæ, avec un coenicieiit f\ chercher quelle variation on 
peut donner à la vitesse angulaire sans que l’équilibre soit rompu ; application 
numérique : P = 0,5 kg, ^ = 0,2 m, k~ 50. 

92. Déterminer les positions d’équilibre d’un anneau pesant mobile avec 
frottement sur une droite tournant avec une vitesse angulaire constante autour 
d’un axe vertical qui rencontre cette droite. 

\ 

93. Un céble de poids négligeable passe 
^ sur deux cylindres horizontaux égaux, dont 

les axes sont parallèles et de même niveau. 
Il porte à chacune de ses extrémités un poids 
P P et au milieu de la portion située entre les 
doux cylindres un poids Q (/ig. 90). On de- 
mande de déterminer la position d’équilibre 
en supposant qu’il n’y ait pas de frotte- 
ment. 

94. Etudier le problème du pendule 
composé, avec calcul des forces de liaison, en employant la méthode de 
d’Alembert. 



Chocs et percussions. 

(CllAPlTIlE XVI.) 

95. Deux sphères très petites do masses m elm' sont assimilables à deux 
points matériels et se meuvent eu sens inverses sur une même droite. Elles sc 
rencontrent à un instant où leurs vitesses respectives sont v et v'. On demande : 
U de déterminer la vitesse prise par l’ensemble des deux sphères que l’on suppose 
rester solidaires après le choc ; 2“ de calculer, dans l’hypothèse où les sphères se 
séparent après le choc, les vitesses des sphères aussitôt après le choe, eu sup- 
posant que l’énergie cinétique de l’ensemble des deux sphères n’a pas varié. 

06. Une tige homogène OA de longueur / et de masse M est mobile 
autour de l’iiiie de ses exlrémités O supposée fixe; elle occupe d’abord une 
position horizontale où elle est abandonnée sans vitesse angulaire initiale ; 
lorsque la tige a atteint la position verticale, son extrémité A frappe normale- 
ment lin corps B de petites dimensions et de masse Mi, posé sur un appui. 
Déterminer le mouvement que prennent les deux corps aussitôt après le choc : 
1^’ eu supposant qu’ils soient parfaitement élastiques, c’est-à-dire que l’éner- 
gie cinétique de l’ensemble des deux corps n’est pas modifiée parle choc ; 2'’ en 
supposant que les deux corps se comportent comme deux corps mous, c’est-à- 
dire que les deux corps restent solidaires après le choe. 

97. Une plaiiue d’épaisseur négligeable est mobile autour d'un axe situé 
dans son plan. La plaque étant en repos on exerce sur elle une percussion en 
un point G (par exemple en utilisant un projectile). Chercher les conditions 
que doit remplir la percussion pour que l’axe de suspension ne supporte aucune 
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percussion, c’est-à-dire pour que les forces de liaison ne soient pas modifiées 
pendant le choc. 

98. Appliquer le problème précédent au cas particulier suivant : la 
plaque est constituée par un cercle homogène solidaire d'une tige située dans 
le prolongement d’un rayon. Kn désignant par M la masse du cercle, par R le 
rayon du cercle, par (x la masse d’un mètre de tige, on calculera notamment 
la longueur que doit avoir la tige pour qu’une percussion normale puisse être 
appliquée au centre du cercle sans que les forces de liaison soient modifiées. 

99. Un iTrisme homogène a un mouvement de translation parallèle à un 
plan horizontal sur lequel il repose par une de ses faces ; la direction de son 
mouvement est normale à l’une de ses faces verticales. A un instant où sa 
vitesse est e, il vient choquer un obstacle rectiligne fixe placé dans le plan 
horizontal perpendiculairement à la direction du moiivement. Chercher si le 
prisme basculera autour de l’obstacle après le choc. 
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